
М. М. М у с и н (Москва, МГУ). Оценка каплинга случайного графа

преимущественного присоединения и графа Эрдеша–Реньи.

Область случайных графов последнее время активно исследуется благодаря воз-

никновению множества прикладных задач, связанных со сложными неоднородными
объектами, такими как различные структуры глобальной сети и всевозможные схе-

мы социального взаимодействия. В этом контексте важными становятся модели,

отражающие некие соображения приоритетности в процессе эволюции системы.
Граф преимущественного присоединения — это граф, получающийся индукци-

онно следующим образом. Пусть имеется n построенных вершин, добавим вершину
с номером n + 1 и соединим ее ребром с одной из предыдущих вершин, причем веро-

ятность выбрать вершину пропорциональна ее степени. Эту процедуру мы проведем

независимо m раз (возможны кратные ребра, число m одно и то же на каждом шаге).
Прикладной интерес к модели преимущественного присоединения возник после

работ [2], [3], где было высказано предположение, что данная модель должна хорошо

описывать такие неоднородные структуры, как, например, интернет и социальные
сети.

В работе [2] было статистически установлено, что интернет, рассмотренный как

граф, вершины которого сайты или веб-страницы, а ребра — гиперссылки, име-
ет степенное распределение степеней вершин. В этой же работе было эвристически

установлено, а позже в [4] строго доказано, что граф преимущественного присоедине-

ния имеет асимптотически степенное распределение степеней вершин. В дальнейшем
граф преимущественного присоединения активно исследовался различными автора-

ми (см., напр., [1, 5, 6, 8, 9]). Также следует отметить работы [7], [11], оперирующие
с графами со степенным распределением вершин. Хороший обзор прикладного на-

правления генерационных моделей можно найти в работе [10].

Нам удалось обобщить теорему 3.2 из [5], где осуществляется каплинг графа
преимущественного присоединения с классическим графом Эрдеша-Реньи.

О п р е д е л е н и е 1 ([5]). Пусть m — натуральное число. Для m = 1 зада-

дим граф преимущественного присоединения Gn
m по индукции. Для n = 1 пусть G1

1

состоит из одной вершины и 1 петли. Граф Gn
1 получается из графа Gn−1

1 добавле-

нием вершины номер n и ребра между ней и вершиной со случайным номером tn,

имеющим распределение

P{tn = l} =

{
dn

l
2n−1

, 1 6 l 6 n− 1,
1

2n−1
, l = n,

где dn
l обозначает степень вершины номер l в графе Gn−1

1 . Для m > 1 пусть граф Gn
m

получается из графа Gmn
1 отождествлением вершин с номерами 1, . . . , m в вершину 1

графа Gn
m, вершин m + 1, . . . , 2m в вершину 2 и т. д.

О п р е д е л е н и е 2. Графом Эрдеша-Реньи G(n, p) называется граф, состо-
ящий из n вершин, в котором ребра между любыми двумя вершинами присутствуют

с вероятностью p независимо друг от друга.

Нами установлено следующее утверждение. Пусть 0 < η < 1/2, (mn)n∈N – такая
последовательность натуральных чисел, что mn 6 n для всех n ∈ N.

Теорема. Пусть n — натуральное число. Рассмотрим графы G1 := Gn
mn

и G2 := G(n, η mn
n

) с общим множеством вершин {1, . . . , n}. Пусть случайная вели-
чина En обозначает число ребер графа G2, которые не присутствуют в графе G1.

Тогда можно задать G1 и G2 на одном и том же вероятностном пространстве
таким образом, чтобы

P {En > C(n−mn)e−cmn + cm3
n(log n− log mn) + Bn} 6 n(m5

n + Cmne−cmn )/B−2
n ,

где C и c не зависят от значений n и последовательности mn, (Bn)n∈N — про-
извольная последовательность положительных чисел.
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