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Уравнение Хоффа [1]

λut + utxx = αu + βu3 (1)

моделирует динамику выпучивания двутавровой балки. Параметры α, β ∈ R+ ха-
рактеризуют свойства материала балки, а параметр λ ∈ R+ — продольную нагруз-

ку на балку. Начально-краевые задачи для уравнения (1) первым начал изучать

Н. А. Сидоров [2] со своими учениками [3], [4]. Они первыми обнаружили феномен

принципиальной неразрешимости этих задач при произвольных начальных данных.

В [5] было начато исследование множества допустимых начальных данных, понима-

емое как фазовое пространство уравнения (1). В [6] было показано, что фазовым
пространством уравнения (1) служит простое банахово C∞-многообразие.

Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная область с границей ∂Ω класса C∞. В области

Ω×R рассмотрим задачу Коши–Дирихле

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (2)

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω×R (3)

для уравнения

λut + ∆ut = αu + βu3. (4)

Следуя [6], введем в рассмотрение следующие пространства: U =
◦

W 1
2(Ω), F —

сопряженное к U относительно скалярного произведения 〈·, ·〉 из L2(Ω), и операторы

〈Au, v〉 =

∫
Ω

(∇u,∇v) dx, 〈Mu, v〉 = −α

∫
Ω

uv dx, 〈N(u), v〉 = −β

∫
Ω

u3v dx.

Положив L = A− λ, мы редуцируем задачу (2)–(4) к задаче Коши

u(0) = 0 (5)

для полулинейного уравнения соболевского типа

Lu̇ = Mu + N(u). (6)

Обозначим {λk} спектр σ(A) оператора A, занумерованный по неубыванию с у-

четом кратности, а {ϕk} — соответствующее семейство собственных функций, ор-

тонормальное относительного скалярного произведения 〈·, ·〉.
Теорема 1 [6]. (i) Пусть λ ∈ R \ {λk}, тогда при любых n ∈ {1, 2, 3, 4} и

α, β ∈ R фазовым пространством уравнения (6) служит все пространство U.

(ii) Пусть λ ∈ {λk}, тогда при любых n ∈ {1, 2, 3, 4} и таких α, β ∈ R, что
αβ ∈ R+, фазовым пространством уравнения (6) служит простое банахово C∞-

многообразие M, моделируемое подпространством U1 = {u ∈ U: 〈u, ϕk〉 = 0, λ =

λk}.
Теорема 1 устанавливает существование единственного решения задачи (5), (6)

u ∈ C∞(R; U) в случае (i), и u ∈ C∞(R; M) в случае (ii). В дальнейшем решение

u = u(t) задачи (5), (6) будем обозначать следующим образом: u = u(t, u0).

О п р е д е л е н и е. Решение u = u(t, 0) = 0 уравнения (6) назовем равно-
мерно устойчивым, если u(t, u0) → 0 при u0 → 0 равномерно по t, и равномерно
асимптотически устойчивым, если оно равномерно устойчиво и существует такая

окрестность O0 точки нуль, что u(t, u0) → 0 при t → +∞ равномерно по u0 ∈ O0.

Теорема 2. (i) Пусть n ∈ {1, 2, 3, 4} и λ ∈ [0, λ1), тогда при любых таких
α, β ∈ {0} ∪R+, что α + β ∈ R+, нулевое решение уравнения (6) равномерно асим-
птотически устойчиво.
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(ii) Пусть n ∈ {1, 2, 3, 4} и λ = λ1, тогда при любых α, β ∈ R+ нулевое решение
равномерно устойчиво.

З а м е ч а н и е. Первое собственное значение λ1 оператора A является пре-

дельной нагрузкой, при превышении которой балка утрачивает равномерную устой-
чивость.
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