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Асимптотически оптимальные управления инвестициями в модели стра-

хования Крамера–Лундберга.

Исследуются асимптотики вероятности разорения при больших значениях на-
чального капитала в модели Крамера–Лундберга с экспоненциальным распределени-

ем размера требований в случае положительной процентной ставки и при вложении

любого постоянного количества средств в акции, описываемые геометрическим бро-
уновским движением.

Рассмотрим классический процесс риска

Rt = u+ ct−
Nt∑

k=1

Zk, (1)

где Rt — величина капитала страховой компании в момент времени t (t > 0), u — ве-

личина начального капитала, c — скорость поступления страховых взносов (премий),
Nt (t > 0) — пуассоновский процесс с параметром λ, определяющий для каждого t

число предъявленных исков за временно́й промежуток (0, T ]; Z1, Z2, . . . — последо-

вательность независимых одинаково распределенных случайных величин (с. в.) с

некоторой функцией распределения F (z) (F (0) = 0, EZ1 = m < ∞), представляю-

щих собой величины последовательных страховых выплат, которые, кроме того, не

зависят от процесса {Nt}.
Предполагается, что в каждый момент времени капитал (частично, или полно-

стью, или вместе с заемными средствами) инвестируется в акции, цена которых опи-
сывается при помощи геометрического броуновского движения: dSt = St(µdt+σ dwt),

где St — цена акции в момент t, µ — ожидаемая доходность акции, σ > 0 — во-

латильность, {wt} — стандартный винеровский процесс. Будем также считать,
что оставшаяся часть капитала вкладывается в банк при постоянной процентной

ставке r, 0 6 r < µ (или имеются заимствования при той же ставке); уравне-

ние динамики банковского счета при этом имеет вид dBt = rBt. Если в ка-
ждый момент времени t в акции вкладывается количество денежных средств Mt,

то изменение капитала описывается стохастическим дифференциальным уравнени-

ем dXt = (rXt +(µ− r)Mt) dt+σMt dwt +dRt, X0 = u. Обозначим ϕ(u) = P {Xt > 0,
t > 0} вероятность неразорения процесса Xt на бесконечном интервале времени, то-

гда ψ(u) = 1− ϕ(u) есть вероятность разорения. В [1] было показано, что при r = 0

Mt ≡M =
µ

R̂σ2
, (2)

где R̂ — положительный корень характеристического уравнения λE [eR̂Z ] = cR̂+λ+

µ/(2σ2) (здесь Z — с. в., определяющая размер одного иска, с конечным экспоненци-

альным моментом), имеет место аналог неравенства Лундберга для соответствующей

вероятности разорения: ψ(u) 6 e−R̂u. При этом в [2] в случае экспоненциального рас-

пределения размеров требований доказано утверждение о том, что константа, опре-
деленная в (2), является предельным количеством при использовании оптимальной

стратегии, минимизирующей вероятность разорения, и тогда верно асимптотическое

представление

ψ(u) = 1−Ke−R̂u(1 + o (1)), u→∞, (3)

где K — некоторая константа.

В работе, представленной данным докладом, показано, что если F (x) = 1−e−x/m,

m > 0, Mt ≡M > 0, то при r > 0 верно ϕ(u) = 1−K1e−u/muλ/r−1(1+ o (1)), u→∞,
где K1 — константа (возможно, зависящая от M). Такое же представление верно и

для оптимальной стратегии (см. [2]), и для Mt ≡ 0.
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Приведем также асимптотики вероятности неразорения при r = 0 и Mt ≡M > 0.
Можно показать, что при c−λm+Mµ > 0 верно представление ϕ(u) = 1−K2eν2u(1+

o (1)), u→∞, где K2 > 0,

ν2 =
−d2 +

√
d22 − 4d1

2
, d1 =

2(−λm+ c+Mµ)

mM2σ2
, d2 =

2c

M2σ2
+

2µ

Mσ2
+

1

m
.

Если при этом M определяется соотношением (2), то отсюда получим представление
вида (3).

Если же c− λm+Mµ 6 0, то процесс изменения капитала не имеет положитель-

ного сноса, и в этом случае можно показать, что ϕ(u) = 0.
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