
А. А. С и л а е в, В. М. Х а м е т о в (Москва, ЦЭМИ РАН). Макси-
минное хеджирование европейского опциона на неполных рынках.

1. Введение. Рассматривается задача расчета европейского опциона на непол-
ном рынке. В докладе предлагается максиминный метод построения хеджирующе-

го портфеля европейского опциона. Задачу хеджирования европейского опциона мы

рассматриваем как игру двух лиц, в которой первый игрок — рынок, второй игрок
управляет активами. При этом мы полагаем, что рынок минимизирует функцию по-

лезности, а второй игрок ее максимизирует. Функцию полезности мы выбираем как

экспоненциальную и зависящую от «профицита», т. е. разности между платежным

обязательством и выручкой, полученной от управления активами за «время жизни»
европейского опциона. Стратегиями рынка являются вероятностные меры на траек-
ториях рисковых активов, стратегиями второго игрока — портфели активов.

2. Постановка максиминной задачи. Пусть (Ω, F, (Ft)t∈N0
, P ), N0

∆
= {0, 1,

. . . , N} — стохастический базис, вероятностную меру P назовем базой. Пусть на

стохастическом базисе задана d-мерная случайная последовательность (St,Ft)t∈N0
,

описывающая эволюцию стоимостей d рисковых активов [1]. Положим для любого

t ∈ N0: Ft = FS
t

∆
=σ{S0, S1, . . . , St} и FS

N = F . Пусть fN : Rd(N+1) → R1 — борелев-
ская функция, обозначаемая через fN (x.), а fN (S.) = fN (x.)|x.=S. — FN -измеримая,

ограниченная случайная величина, называемая платежным обязательством [1].

Обозначим PN множество вероятностных мер на (Ω, F, (Ft)t∈N0
), эквивалентных

базовой мере P . Пусть (γt,Ft)t∈N1
, N1

∆
= {1, 2, . . . , N}, есть предсказуемая d-мерная

последовательность. Множество таких последовательностей обозначим UN
1 . Пусть

ŨN
1 — любое подмножество множества UN

1 . Обозначим ŨN
t+1 (Ũt) сужение ŨN

1 на

{t + 1, . . . , N} ({t}) и будем использовать обозначение γN
t+1 ∈ ŨN

t+1 (γ ∈ Ũt).

Пару (Q, γt) ∈ PN × UN
1 назовем бистратегией. Обозначим

IQ,γN
t+1 (t, St

0)
∆
=MQ

[
exp

{
fN (S.)−

N∑
i=t+1

(γi, ∆Si)

}∣∣∣∣Ft

]
,

где ∆Si = Si − Si−1, (·, ·) — скалярное произведение в Rd, которую назовем о-

ценкой бистратегии (Q, γN
t+1). Стратегию (γt,Ft)t∈N1

назовем допустимой, если

γN
1 ∈ DN

1
∆
= {γN

1 ∈ UN
1 : |γt| 6 c для любого t ∈ N1}, где c = const > 0 — та-

кова, что M e2cSN 6 k (k > 1). Бистратегию (Q, γN
1 ) назовем допустимой, если

Q, γN
1 ∈ PN ×DN

1 . Множество допустимых бистратегий обозначим PN ×DN
1 .

О п р е д е л е н и е. Верхним гарантированным значением оценки IQ,γN
t+1 (t,

St
0) бистратегии (Q, γN

1 ) ∈ PN×DN
1 в момент времени t ∈ N0 назовем FS

t -измеримую
случайную величину, определяемую равенством

νP
t

∆
= P - ess inf

Q∈PN

ess sup
γN

t+1
∈DN

t+1

IQ,γN
t+1 (t, St

0).

Утверждение. Если fN (x.) — ограниченная борелевская функция, то для лю-

бого t ∈ N0 νP
t < ∞ P -п. н.

3. Приведем рекуррентное соотношение, которому удовлетворяет верхнее гаран-

тированное значение.

Теорема 1. Пусть фильтрация {FS
t }t∈N0

универсально полна. Тогда
(νP

t ,FS
t )t∈N0

P -п. н. удовлетворяет рекуррентному соотношению

νP
t = P - ess inf

Q∈PN

ess sup
γN

t+1
∈DN

t+1

MQ
[
νP

t+1e−(γ,∆St+1)|FS
t

]
, νP

t |t=N = efN (S.). (1)
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Следствие. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда справедливы следу-
ющие утверждения.

1) Для любых t ∈ N1 и Q ∈ PN P -п. н. справедливо неравенство

νP
t−1 6 P - ess sup

γN
t+1

∈DN
t+1

MQ
[
νP

t e−(γ,∆St)
∣∣∣FS

t−1

]
.

2) Для любых t ∈ N1 и γ ∈ Dt P -п. н. справедливо неравенство

νP
t−1 > P - ess inf

Q∈PN

MQ
[
νP

t e−(γ,∆St)
∣∣∣FS

t−1

]
.

4. Из теоремы 1 и следствия вытекает разложение любой ограниченной FS
t -

измеримой случайной величины fN (S.).

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда относительно лю-
бой меры Q ∈ PN существуют такие согласованная неубывающая последователь-
ность (Ct,FS

t )t∈N0
, C0 = 0, и γ̇NQ

t ∈ DN
t+1, что для любого t ∈ N1 Q-п. н.

∆ ln νQ
t = (γ̇NQ

t , ∆St) + Ct,

где γ̇NQ
t определяется из соотношения Q-п. н.

ess sup
γN

t+1
∈DN

t+1

MQ
[
νP

t+1e−(γ,∆St)
∣∣∣FS

t

]
= MQ

[
νP

t+1e−(γ̇
NQ
t ,∆St+1)

∣∣∣FS
t

]
, (2)

причем Q-п. н.

fN (S.) = ln νQ
0 +

N∑
i=1

(γ̇NQ
t , ∆St) + CN . (3)

5. Рассмотрим теперь задачу расчета европейского опциона на неполном рын-

ке (B, S(1), S(2), . . . , S(d)), здесь S(i) = {Si
t}t∈N0

, где Si
t — стоимость i-го рискового

актива в момент времени t ∈ N0, B = {Bt}t∈N0
— стоимость безрискового актива.

Пусть π = (γt, βt)t∈N1
— предсказуемая последовательность, которую мы будем на-

зывать портфелем. Будем рассматривать только самофинансирующиеся портфели.
Капитал портфеля π в момент времени t ∈ N0, обозначаемый Xπ

t определим равен-

ством Xπ
t = βtBt + (γt, St). Задача построения максиминного хеджа европейского

опциона состоит в находжении такого портфеля π, согласованной последовательно-
сти (Ct,FS

t )t∈N0
и начального капитала Xπ

0 таких, что относительно любой меры

Q ∈ PN выполнено равенство (3). Следующее утверждение дает методику построе-

ния максиминного хеджирующего портфеля.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда относительно любой
меры Q ∈ PN существуют такие портфель π, неубывающая последовательность
(Ct,FS

t )t∈N0
и начальный капитал Xπ

0 = ln νQ
0 , что любое ограниченное платеж-

ное обязательство fN (S.) допускает представление Q-п. н.

fN (S.) = ln νQ
0 +

N∑
i=1

(γQ
i , ∆Si) + CN ,

где {νQ
t }t∈N0

удовлетворяет рекуррентному соотношению (1), {γQ
t }t∈N0

находит-
ся из (2), a (Ct,FS

t )t∈N0
допускает представление Q-п. н.

∆Ct = ∆ ln νQ
t − (γQ

t , ∆St) > 0, Ct|t=0 = 0,
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при этом количество безрискового актива Q-п.н. удовлетворяет рекуррентному
соотношению

∆βQ
t+1 = −

St

Bt
∆γQ

t+1, βQ
t |t=0 = ln νQ

0 ,

γQ
0 = 0, а капитал портфеля π = (γQ

t , βQ
t )t∈N1

в момент времени t ∈ N0 допускает
представление

Xπ
t = βQ

t Bt + (γQ
t , St), Q-п. н.
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