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оптимального управления для двойного интегратора с присоединенным

осциллятором методом моментов.

Рассматривается задача оптимального управления двойным интегратором с

присоединенным осциллятором, в рамках которой синтезируется управление обоб-

щенным маневром переориентации упругого космического аппарата (КА) по одному

из каналов управления. Отыскивается нуль-финитное управление [1] по доминирую-
щей моде упругих колебаний КА.

Модель двойного интегратора представляется системой

ẋ1 = x2, ẋ2 = u, (1)

где u — управляющий параметр, а модель присоединенного осциллятора представле-

на уравнением

ÿ + bẏ + ω2y = u, (2)

где b > 0 и ω2 > 0 — такие заданные параметры, что ω2 > (b/2)2.
Маневр определяется следующими граничными условиями для системы (1):

x1(0) = x10, x1(T ) = x1f , x2(0) = x20, x2(T ) = x2f , (3)

где T — его заданная длительность, а x10, x1f , x20, x2f — параметры маневра, при-

чем в общем случае x10 6= x1f ; если же x10 = x1f , то при x20 6= x2f имеет место

маневр «перезакрутки» КА. Без ограничения общности можно принять x10 = 0,

а x1f = γf — требуемый угол поворота КА за время маневра; если при этом

x20 = x2f = 0, то имеет место переориентация КА, иначе — обобщенный маневр

переориентации. Для осциллятора предполагается, что в начальный момент он на-

ходится в состоянии покоя:

y(0) = 0, ẏ(0) = 0, (4)

а при завершении маневра в общем случае y(T ) = yf , ẏ(T ) = ẏf , где yf и ẏf —

некоторые значения, определяемые заданной программой управления u(τ), τ ∈ [0, 1].

Если для нее выполняются также следующие условия:

y(T ) = yf = 0, ẏ(T ) = ẏf = 0, (5)

то такое управление называется нуль-финитным (здесь по части переменных состо-

яния системы (1), (2) или, что то же самое, по упругим колебаниям КА) [1] или

«самогасящимся» [2] при переориентации КА. Соответственно, условия (5) — усло-
вия нуль-финитности искомого оптимального управления.

Для заданной программы управления решение системы (1) с учетом (3) имеет
следующий вид:

x1(τ) = x10 + τx20 +

∫ τ

0
(τ − ξ)u(ξ) dξ, x2(τ) = x20 +

∫ τ

0
u(ξ) dξ, (6)

а частное (вынужденное) решение уравнения (2) с учетом (4):

y(τ) =
1

β

∫ τ

0
eα(τ−ξ)u(ξ) sinβ(τ − ξ) dξ, (7)

где α = −b/2, β =
√
ω2 − α2.

С учетом (6), (7) двухточечная граничная задача (1)–(5) сводится к проблеме
моментов в Lp[0, T ] (1 6 p 6 ∞) [3]: найти линейный функционал ϕ ∈ Lp∗, для
которого выполняются моментные равенства

ϕ(hk) = ck, k = 1, 2, 3, 4. (8)
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Здесь hk(·) ∈ Lp[0, T ] и с учетом (6), (7)

h1(ξ) = T − ξ, h2(ξ) = 1, h3(ξ) = β−1eα(T−ξ) sinβ(T − ξ),

h4(ξ) = eα(T−ξ)[αβ−1 sinβ(T − ξ) + cosβ(T − ξ)],
(9)

и, соответственно, c1 = x1f−x10−Tx20, c2 = x2f−x20, c3 = βy(T ), c4 = ẏ(T ). Допол-

нительно можно потребовать, чтобы при этом еще минимизировались функционалы

типа нормы для u(·) ∈ Lq [0, T ], 1 6 q 6 ∞ (1/p+ 1/q = 1) [3], [4]:

J(u(·)) = ‖u(·)‖Lq → min . (10)

В силу существования изометрического изоморфизма L∗p[t0, tf ] → Lq [t0, tf ], для

разрешающего проблему моментов (8) оптимального функционала ϕ0 имеет место

(см. [3], [4]) ‖ϕ0‖L∗p = minu(·) ‖u(·)‖Lq = 1/ρ0, где ρ0 = ‖h0(·)‖Lp 6 ‖h(·)‖Lp ∀h(·) ∈
P = {h(·) =

∑4
k=1 lkhk(·),

∑4
k=1 lkck = 1}, а h0 — минимальный элемент.

Проблема моментов (8) разрешима тогда и только тогда, когда ρ0 > 0 [3],

[4]. В рассматриваемой здесь задаче управления достаточно, чтобы
∑4

k=1 c
2
k > 0

(условие нетривиальности маневра), а функции (9) должны быть линейно незави-

симыми на интервале управления [0, T ], что имеет место, когда матрица Грама

G = G(T ) = [
∫ T
0 hi(τ)hj(τ) dτ ] невырожденна. Если далее принять G = [Hnm]n,m=1,2

(Hnm ∈ R2×2), то по формуламШура имеем detG = detH11 det H̃22, где detH11(T ) =

T 4/12, H̃22 = [H22 − H21H
−1
11 H12]. Таким образом, оптимальное управление суще-

ствует, если det[H22(T )−H21(T )H−1
11 (T )H12(T )] 6= 0, и если это условие выполнено,

то оптимальное управление u0(τ) (τ ∈ [0, T ]) в задаче (1)–(5), (10) в соответстви-

и с принципом максимума Н. Н. Красовского [4] определяется при последовательном

решении следующих задач [3], [4]. А именно, вначале необходимо решить задачу

min
l1c1+l2c2+l3c3+l4c4=1

∥∥∥∥ 4∑
k=1

lkhk(·)
∥∥∥∥

Lp

= ‖h0(·)‖Lp = ρ0, (11)

а затем для полученных ρ0 и h0(·) — задачу

max
‖u(·)‖Lq =ρ−1

0

∫ T

0
h0(τ)u(τ) dτ =

∫ T

0
h0(τ)u0(τ) dτ = 1. (12)

В зависимости от значений q можно рассматривать различные задачи опти-

мального управления (1)–(5), (10). Если p = q = 2, то (1)–(5), (10) есть задача
на минимум энергии управления. С учетом (5), (9) из решения задачи (11) сле-

дует ρ0 =
√

cT G−1c, где c = col(c1, c2, 0, 0), а из решения (12) тогда получим

u0(τ) =
∑2

k=1 ck
∑4

l=1 g̃klhl(τ), где [g̃kl]4×4 = G−1.
Если в (11) положить p = 1, то (1)–(5), (10) — задача на минимум функци-

онала ‖u(·)‖L∞ = vrai maxτ∈[0,T ] |u(τ)|, или на минимум максимального значения

модуля управляющего параметра, и здесь получим u0(τ) = ρ−1
0 signh0(τ). В случае

p = ∞, соответственно, получим задачу на минимум расходов управления с функ-

ционалом ‖u(·)‖L1
=

∫ T
0 |u(τ)| dτ . Здесь дополнительно следует ввести ограничение

для управления: |u(τ)| 6 m0 < ∞ ∀ τ ∈ [0, T ], иначе оптимальное управление бу-
дет δ-импульсным. Тогда получим u0(τ) = m0ψ0(τ) signh0(τ), где ψ0(τ) = 1 при

|h0(τ)| > h∗, либо ψ0(τ) = 0 при |h0(τ)| < h∗, 0 < h∗ < ∞,
∫ T
0 ψ0(τ) dτ = σT , σ —

скважность u0(τ).

При решении этих задач определение ρ0 в явном виде невозможно, но тем не менее
не представляет затруднений, так как существуют эффективные вычислительные

процедуры.
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