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Е.А.Потехина (Череповец, ЧГУ). Применение произведения Адамара в
задаче перечисления упорядоченных разбиений компонент вектора на про-
извольные слагаемые.

Рассмотрим упорядоченное разбиение Ys1,s2,...,sn = (y1, y2, . . . , ys1+s2+∙∙∙+sn) чи-
сла r на s1 слагаемых, равных 1, s2 слагаемых, равных 2, и т.д., sn слагаемых, равных
целому числу n ≥ 2, причем s1 + 2s2 + ∙ ∙ ∙ + nsn = r, где r, si — целые неотрица-
тельные числа (i = 1, 2, . . . , n). Слагаемому, равному i, приписывается вес di. Под ве-
сом разбиения понимается произведение весов образующих его слагаемых. Обозначим
Yt1,t2,...,tm = (y

′
1, y

′
2, . . . , y

′
t1+t2+∙∙∙+tm) упорядоченное разбиение числа r на t1 слагае-

мых, равных 1 и имеющих вес b1, t2 слагаемых, равных 2 и имеющих вес b2, и т. д. tm
слагаемых с весом bm, равных целому числу m ≥ 2, причем t1 + 2t2 + ∙ ∙ ∙+mtm = r,
где tj — целые неотрицательные числа (j = 1, 2, . . . ,m).

Рассмотрим производящие функции
∑
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ds11 d
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s1+2s2+∙∙∙+nsn и
∑
Yt1,t2,...,tm

bt11 b
t2
2 . . . b
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m x

t1+2t2+∙∙∙+mtm , где суммирование ведется по всем опреде-

ленным выше множествам разбиений. Первая из этих функций равна производящей
функции

∑∞
r=0 fr(d1, d2, . . . , dn)x

r = (1 − d1x − d2x2 − ∙ ∙ ∙ − dnxn)−1 =
∑∞
k=0(d1x +

d2x
2 + ∙ ∙ ∙ + dnxn)k последовательности, задаваемой рекуррентным соотношением

fr(d1, d2, . . . , dn) = d1fr−1 + d2fr−2 + ∙ ∙ ∙ + dnfr−n с начальными условиями f0 = 1
и fr = 0 при r < 0. При di = 1 (i = 1, 2, . . . , n) и n = 2 данная последовательность
представляет собой последовательность чисел Фибоначчи. Элемент fr(d1, d2, . . . , dn)
может быть найден как сумма весов упорядоченных разбиений Ys1,s2,...,sn . Сумма ве-
сов упорядоченных разбиений числа r на k слагаемых равна коэффициенту при xr в
выражении (d1x+ d2x2 + ∙ ∙ ∙+ dnxn)k. Аналогично записывается вторая функция.

Рассмотрим теперь разбиения прямоугольника 2 × r (вектора (r, r)), предста-
вляющие собой пары Y r = (Ys1,s2,...,sn , Yt1,t2,...,tm) определенных выше разбие-
ний числа r. Вес такого разбиения определим как произведение весов разбиений
Ys1,s2,...,sn , Yt1,t2,...,tm . Разбиение Ys1,s2,...,sn можно рассматривать как разбиение пер-
вого ряда прямоугольника (первой компоненты вектора) на плитки размером 1 × 1,
1×2, . . . , 1×n (слагаемые (1, 0), (2, 0), . . . , (n, 0)), а разбиение Yt1,t2,...,tm — как разбие-
ние второго ряда (второй компоненты вектора) на плитки размером 1×1, 1×2, . . . , 1×m
(слагаемые (0, 1), (0, 2), . . . , (0,m)).

Произведением Адамара степенных рядов G(x) =
∑∞
k=0 gkx

k и H(x) =
∑∞
k=0 hkx

k

называется степенной ряд G(x)∗H(x) =
∑∞
k=0 gkhkx

k. По определению (1−d1x−d2x2−
∙ ∙ ∙−dnxn)−1∗(1−b1x−b2x2−∙ ∙ ∙−bmxm)−1 =

∑∞
r=0 fr(d1, d2, . . . , dn)fr(b1, b2, . . . , bm)x

r.
Коэффициент fr(d1, d2, . . . , dn)fr(b1, b2, . . . , bm) при xr определяет сумму весов разби-
ений Y r = (Ys1,s2,...,sn , Yt1,t2,...,tm).

Задачу вычисления производящей функции весов разбиений Y r = (Ys1,s2,...,sn ,
Yt1,t2,...,tm) удается решить с помощью алгебраического метода вычисления произве-
дения Адамара [1, c. 505]. Полученный результат выражает следующая теорема.

Теорема. Для любых целых m, n, k, m ≥ 2, n ≥ 2, k < m справедлива следующая
формула:
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1− d1x− d2x2 − ∙ ∙ ∙ − dnxn
∗

xk

1− b1x− b2x2 − ∙ ∙ ∙ − bmxm
=
(−1)k detRm,m−k

detR
,

где R - матрица порядка m вида
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1 +A11 −d1x+A12 −d2x2 +A13 . . . −dm−2xm−2 +A1,m−1 B1
A21 1 +A22 −d1x+A23 . . . −dm−3xm−3 +A2,m−1 B2
A31 A32 1 +A33 . . . −dm−4xm−4 +A3,m−1 B3
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
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,

Aij = −
∑n
s=m−i+1 dsx

s
∑m
t=m−j+1 btfs−t+i−j , Bi = −

∑n
s=m−i fs−m+idsx

s, i =
1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . ,m− 1, d0 = −1,

fr = fr (b1, b2, . . . , bm) =






b1fr−1 + b2fr−2 + ∙ ∙ ∙+ bmfr−m при r > 0,
1 при r = 0,
0 при r < 0,

матрица Rm,m−k получается из R вычеркиванием m-й строки и (m− k)-го столб-
ца.
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