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Вероятность на проекторах в пространстве с сопряжением.

Пусть H — комплексное гильбертово пространство со скалярным произведением
(∙, ∙) , B(H) — множество всех ограниченных операторов в H . Оператор J : H → H
называется оператором сопряжения, если J2 = I и (Jx, Jy) = (y, x) для любых
x, y ∈ H . Вектор x ∈ H назовем вещественным, если Jx = x . Заметим, что векторы
xRe = (x + Jx)/2 и xIm = (x − Jx)/(2i) — вещественные. При этом x = xRe + ixIm
и ‖x‖2 = ‖xRe‖2 + ‖xIm‖2 . Определим произведение < x, y >:= (Jx, y) , x, y ∈ H .
Проектор (=идемпотент) p ∈ B(H) назовем J -проектором, если < px, y >= <

x, py > . Последнее равенство равносильно p = Jp∗J .
Любой одномерный J -проектор имеет вид (∙, Jx)x , где ‖xRe‖2 − ‖xIm‖2 = 1 и

(xRe, xIm) = 0 .
Пусть Bco — множество всех J -проекторов. Относительно порядка p 6 q ⇔

pq = p , ортогональности p⊥q ⇔ pq = 0 и перехода к ортодополнению p⊥ := I − p
множество Bco — квантовая логика. Если H бесконечномерно или имеет четную
размерность, то существует такой ортогональный проектор F , что F + JFJ = I
и (Fx, JFy) = 0 для любых x, y ∈ H . J -проектор, коммутирующий с F , назовем
J -проектором типа (B) . Любой минимальный J -проектор типа (B) имеет размер-
ность 2 и вид (∙, x)y+(∙, Jy)Jx , где (x, y) = 1 и x, y ∈ FH . Множество P ⊆ Bco всех
J -проекторов типа (B) образует квантовую логику.

Отображение μ : P → R называется мерой, если μ(p) =
∑
i μ(pi) для любого

представления p =
∑
i pi при любых pi ∈ H . Неотрицательная мера μ называется

вероятностью, если μ(I) = 1 .
Следующая теорема доказывает, что вероятности на логиках типа (B) и типа

(A) устроены одинаково (см. [1]).
Теорема 1. Отображение μ : P → [0, 1] — вероятность тогда и только то-

гда, когда n = dimH < +∞ и μ(p) = n−1tr (p) для любых p .
Теорема 2. Пусть dimH =∞ и μ : P → R — мера. Тогда существует такой

ядерный оператор T, что μ(p) = Re tr (Tp) для любых p .
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