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Пусть N — фиксированное натуральное число, A1, A2, . . . , AN — события и
pi — вероятность того, что произошло ровно i событий из A1, A2, . . . , AN , где 0 6
i 6 N . Обозначим U =

⋃N
i=1Ai . Мы обсуждаем метод построения оценок снизу и

сверху для P {U} , основанный на следующем результате из работы автора [4].
Теорема 1. Пусть l — натуральное число, l 6 N, {fki, 1 6 k 6 l, 1 6 i 6

N} — набор неотрицательных вещественных чисел. Для 1 6 k 6 l положим sk =∑N
i=1 fkipi . Пусть вещественные числа c1, c2, . . . , cN и a1, a2, . . . , al удовлетворяют

соотношению
∑N
i=1(1− ci)pi =

∑l
i=1 aisi . Обозначим Q =

∑l
i=1 aisi .

Если ci > 0 для всех 1 6 i 6 N, то P {U} > Q . Если ci 6 0 для всех 1 6 i 6 N,
то P {U} 6 Q . Кроме того, P {U} = Q, если для некоторых 1 6 i1 < i2 < ∙ ∙ ∙ < il 6
N вероятности pi1 , pi2 , . . . , pil являются решениями линейной системы уравнений

l∑

j=1

fkijpij = sk, 1 6 k 6 l, (1)

pi = 0 для всех i 6= ik и cik = 0 для всех 1 6 k 6 l .
Приведем пример построения оценки снизу для P {U} при l = 2 . Пусть f1i = ia

и f2i = ib для всех i , где 0 < a < b . Положим i1 = m − 1 и i2 = m , где m —
натуральное число, 2 6 m 6 N . Возьмем ci = 1 − a1ia − a2ib для всех i , где a1 =
(mb − (m − 1)b)/dm , a2 = −(ma − (m − 1)a)/dm , dm = mb(m − 1)a − ma(m − 1)b .
Коэффициенты a1 и a2 выбраны так, чтобы ci1 = ci2 = 0 и ci > 0 для всех i .
Тогда P {U} > a1s1 + a2s2 . Решая систему (1), находим pm−1 = (s1mb − s2ma)/dm ,
pm = (s2(m − 1)a − s1(m − 1)b)/dm . Так как pm−1 > 0 и pm > 0 , то δ 6 m 6 1 + δ ,
где δ = (s2/s1)1/(b−a) . Учитывая, что s2 6 Nb−as1 , имеем m = min{1 + [δ], N} . Это
влечет следующий результат.

Теорема 2. Положим θ = δ− [δ] и θ = (δb−a − (δ− θ)b−a)/((δ+1− θ)b−a − (δ−
θ)b−a) ∈ [0, 1), где 0/0 = 0 . Тогда

P {U} >
θs
b/(b−a)
1(

s
1/(b−a)
2 + (1− θ)s1/(b−a)1

)a +
(1− θ)sb/(b−a)1(

s
1/(b−a)
2 − θs1/(b−a)1

)a . (2)

Если a = 1 и b = 2 , то s1 =
∑N
i=1P {Ai} , s2 =

∑N
i=1P {Ai} +

2
∑
16i<j6N P {AiAj} , θ = θ , а (2) превращается в неравенство Доусона–Санкова [3],

усиливающее следующее известное неравенство Чжуна–Эрдёша [2]: P {U} > s21/s2 .
При l = 3 теорема 1 дает обобщение неравенства Кверела [7], а при l > 4 ее

можно использовать для обобщения неравенств из работ Бороса и Прекопы [1], Галам-
боша и Симонелли [5], Прекопы [8] и др. Дальнейшие обобщения некоторых следствий
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теоремы 1 содержат неравенство Куниаса [6], также усиливающее неравенство Чжуна–
Эрдёша. Численные примеры показывают оптимальность полученных оценок. Дока-
занные неравенства использованы для получения новых обобщений второй части лем-
мы Бореля–Кантелли. Упомянутые результаты получены в работе А.Н.Фролова [4].
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