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Квантильное хеджирование на мультиномиальном рынке.

На мультиномиальном рынке дисконтированный процесс цен определяется урав-
нениями Sn = Sn−1(1 + ρn) , ρn ∈ Γ , где Γ = {a1, a2, . . . , ak} . Мультиномиальный
рынок рассматривается на полном вероятностном пространстве с естественной филь-
трацией. Капитал самофинансируемого портфеля XN = X0 +

∑N
i=1 γiΔSi , где γ —

предсказуемая последовательность. Пусть задано финансовое обязательство и требу-
ется выбрать портфель таким образом, чтобы XN > f п. н., где f — неотрицатель-
ная ограниченная случайная величина. Так как мультиномиальный рынок не явля-
ется полным, не всякое финансовое обязательство воспроизводимо. В связи с этим
можно говорить о верхней цене хеджирования V = supP∗∈U E

P∗f , причем супремум
ищется по всем мартингальным мерам. Поскольку существует такой портфель, что
XN = V +

∑N
i=1 γiΔSi > f , цена V обеспечивает безрисковое поведение на рын-

ке. Если цена V слишком высока и есть готовность рисковать, то можно применить
другие виды хеджирования. Мы можем заменить платежное обязательство и строить
портфель таким образом, чтобы XN = C +

∑N
i=1 γiΔSi > f̃ , причем f̃ 6 f и, как

следствие, C < V .
В мультиномиальной модели Ω — конечное множество. В связи с этим положим

f̃(ωi) = xif(ωi) , где xi ∈ [0, 1] . Пусть Q — естественная мера, определяемая рынком.
Рассмотрим естественную меру близости f и f̃ : EQ(f − f̃) =

∑
iQi(f(ωi)− f̃(ωi)) =∑

iQif(ωi)−
∑
iQif(ωi)xi . В результате возникает оптимизационная задача

∑

i

Qif(ωi)xi → max
x
, sup

P∗∈U

∑

i

P ∗i f(ωi)xi 6 C, xi ∈ [0, 1]. (1)

Множество U мартингальных мер на конечном вероятностном пространстве
является выпуклым многогранником, и любая мартингальная мера выражается в виде
выпуклой комбинации экстремальных мер: P ∗ =

∑
j yjR

j . Отсюда задача (1) транс-
формируется в задачу

∑

i

Qif(ωi)xi → max
x
,
∑

i

Rjif(ωi)xi 6 C для всех j, xi ∈ [0, 1]. (2)

В обозначениях Li = Qif(ωi) , M
j
i = R

j
if(ωi) задача (2) принимает вид

∑

i

Lixi → max
x
,
∑

i

M j
i xi 6 C для всех j, xi ∈ [0, 1]. (3)

Поскольку целевая функция ограничена сверху и множество допустимых решений
непусто, задача (3) имеет решение, поэтому и двойственная задача

min
λ>0
F (λ) = min

λ>0
max
06x61

[(

L−
∑

j

λjM
j , x

)

+ C
∑

j

λj

]

(4)
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также имеет решение. Анализ задачи (4) позволяет определить структуру решения
внутренней задачи:

xi(λ) =






1, ti > 0,

0, ti < 0, где ti = Li −
∑
j λjM

j
i ,

любое число из [0, 1], ti = 0.

Отметим, что F (λ) — выпуклая недифференцируемая функция, и ее минимум
можно найти обобщенным градиентным спуском. Сложность рассматриваемой задачи
существенным образом зависит от множества экстремальных мер. Рассмотрим мно-
жество экстремальных мер для мультиномиальной модели. Прежде всего, отметим,
что Ω = Ω(ρ) × Ω(ρ) × ∙ ∙ ∙ × Ω(ρ) , где Ω(ρ) = {a1, a2, . . . , ak} . Любая мартингальная
мера является продакт-мерой: P = P (1) × ∙ ∙ ∙ × P (N) . Отсюда мартингальные меры
получаются из неотрицательных решений системы линейных уравнений:

∑

i

aiy
j
i = 0 для всех j,

∑

i

yji = 1. (5)

Допустимые базисные решения (5) имеют следующую структуру:

yi(rj , sj) =






0, i 6= rj , i 6= sj ,
asj

asj − arj
, i = rj ,

−arj
asj − arj

, i = sj ,

для всех rj и sj , удовлетворяющих условию arj < 0 < asj . В связи с этим множество

экстремальных мер Ue = {P : P (j)(ai) = yi(rj , sj)} .
В докладе излагается алгоритм решения задачи и приводится ряд примеров. От-

метим, что предлагаемая постановка задачи и метод ее решения, использующий экс-
тремальные мартингальные меры, имеет преимущество на конечном вероятностном
пространстве над методами, использующими лемму Неймана–Пирсона и различные ее
модификации (см., например, [1, 2]). Заметим также, что переход от прямой задачи ли-
нейного программирования к двойственной задаче выгоден при любом k , если число
отрицательных элементов m множества Γ равно единице. Если m > 1 , то переход
выгоден при k 6 m2/(m− 1) .
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