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МИ РАН). Характеризационное тождество для распределения Паскаля.
При изучении возможности применения разработанного в [1], [2] подхода к по-

лучению общего решения задачи линеаризации произведений для многочленов, орто-
гональных относительно распределения Паскаля (отрицательного биномиального рас-
пределения)

P {Πr,p = ν} = C
ν
r+ν−1 p

rqν , где ν ∈ N, 1− q = p > 0. (1)

авторами найдено характеризационное тождество для этого распределения.
Это тождество является аналогом характеризационных тождеств Стейна [4] для

нормального, Чена [5] для пуассоновского и авторов [6] для биномиального распреде-
лений.

Утверждение. Случайная величина Π имеет отрицательное биномиальное
распределение (распределение Паскаля) (1) тогда и только тогда , когда

MΠ g(Π) =M W̃ g(Π), где W̃ = r
q

p

1 + Δ

1− (q/p)Δ
, (2)

для любой дифференцируемой функции g(x), x ∈ R, с которой M |W̃ g(Πn,p)| < ∞;
здесь Δ g(x) = g(x+ 1)− g(x) есть оператор взятия разности.

Д о к а з а т е л ь с т в о основано на тех же соображениях, что и доказатель-
ство характеризационного тождества для биномиального распределения в [6]. Предпо-
ложим, что тождество (2) справедливо в указанных условиях, и возьмем в качестве
функции g(x) функцию g(x) = eλx. С ней в левой части (2) возникает производная
ϕ′(λ) по λ экспоненциальной производящей функции

ϕ(λ) =M eλΠ =
∞∑

ν=0

λν Πν

ν!
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моментов распределения случайной величины Π. Для правой части получаем

M W̃ eλΠ = r
qu

p
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(использовано свойство оператора D дифференцирования f(D) [eλx] = f(λ) eλx,
справедливое для любого многочлена f(x) произвольной степени, а также то обстоя-
тельство, что операторы взятия разности и дифференцирования связаны соотношени-
ем Δ = eD − 1 ). Получилось дифференциальное уравнение

ϕ′(λ) = −r
q eλ

q eλ − 1
ϕ(λ),

имеющее с учетом начального условия ϕ(0) = M e0 = 1 своим решением функцию
ϕ(λ) = pr(1−q eλ)−r, являющуюся производящей функцией моментов отрицательного
биномиального распределения (1).
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Для проведения доказательства в обратную сторону достаточно заметить, что
для любого факториального момента случайной величины Πr,p тождество (2) спра-
ведливо, а, стало быть, оно справедливо и для любых многочленов.

З а м е ч а н и е. Тождеству (2) можно придать и другую форму: случайная ве-
личина Π имеет распределение (1) тогда и только тогда, когда для любого многочлена
g(x) выполняется тождество M (Π−MΠ) g(Π)=MΠMWg(Π) , где W =Δ/(p−qΔ).
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