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1. Развитие экспериментальных технологий исследования наноразмерных объек-
тов приводит к необходимости адекватного описания их свойств на основе теорети-
ческих моделей легко проверяемых на опыте. В данном сообщении рассмотрены тер-
модинамические свойства модельной системы, сочетающей в себе черты квантового
гармонического осциллятора и двухуровневой системы в состоянии теплового равно-
весия при температуре T. Хорошо известны свойства каждой из указанных систем в
отдельности, в частности, для равновесной энтропии и теплоемкости [1]. Однако на
практике они часто сосуществуют одновременно, например, речь может идти об атоме
колеблющемся около положения равновесия в молекуле или в искусственной потенци-
альной яме. Можно даже сказать, что такая ситуация в большей степени отвечает
реальности, чем осциллятор без внутренней структуры. Мы будем предполагать для
простоты, что колеблющийся атом может существовать в двух внутренних энергети-
ческих состояниях, вероятности которых описываются распределением Больцмана, и
независимых от состояния колебательного движения. Наибольшее изменение термо-
динамических свойств такой системы достигается в случае совпадения характерных
энергий осциллятора ~ω и двухуровневой системы Δ . При этом некоторые термо-
динамические свойства изменяются не только количественно, но также существенно
меняется их аналитический вид, в частности, теплоемкость и ее температурная зави-
симость.

2. Для нахождения теплоемкости исходим из средних энергий осциллятора Uосц.
и двухуровневой системы Uдв. [1, 2]:

Uосц. = ~ω(e
~ω/kT 1)−1, Uдв. = Δ(e

Δ/kT + 1)−1. (1)

Здесь k — постоянная Больцмана, ~ — постоянная Планка. В соответствии со ска-
занным выше положим в (1): Δ = ~ω, что приводит к выражению для внутренней
энергии U модельной системы:

U = ~ω/sh(~ω/kT ). (2)

Дифференцируя выражение (2) по температуре T, находим теплоемкость:

C = k
{
~ω/[kT sh(~ω/kT )]

}2
ch(~ω/kT ). (3)

На рис. 1 приведена температурная зависимость теплоемкости модельного осцилля-
тора, вычисленная по формуле (3), а также аналогичные зависимости для двухуров-
невой системы и обычного осциллятора. Как видно из графиков температурная зави-
симость модельной системы демонстрирует значительные отличия как от двухуров-
невой системы, так и от осциллятора. Во-первых, максимум кривой имеет место при
(kT/~ω) ≈ 0, 62, тогда как для двухуровневой системы он равен ≈ 0, 42, т. е. почти на
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50% смещен в сторону высоких температур. Во-вторых, в пределе T → ∞ теплоем-
кость стремится к постоянной Больцмана k со стороны значений C > k после прохо-
ждения максимального значения равного (C)max ≈ 1, 17k, в отличие от осциллятора,
у которого теплоемкость монотонно возрастает от нуля до k. В-третьих, значение
теплоемкости в максимуме больше в 2,6 раза по сравнению с двухуровневой системой,
и в 1,43 раза по сравнению с обычным осциллятором. Указанные отличия могут быть
существенными при интерпретации экспериментов по теплоемкости.

Рис. 1. Теплоемкость C модельного осциллятора как функция температуры Т
(верхняя кривая). Нижняя пунктирная кривая — двухуровневая система, сред-
няя кривая — обычный осциллятор

Энтропия гармонического осциллятора и двухуровневой системы даются выра-
жениями [1, 2]:

S = (~ω/T )(1− e−~ω/kT )−1 − kln(e~ω/kT − 1),

S = (Δ/T )(e−Δ/kT + 1)−1 − k ln(1 + e−Δ/kT ).

Отсюда, при равенстве энергий Δ и ~ω, энтропия модельной системы принимает
вид:

S = k ln[cth(~ω/2kT )] + ~ω/[T sh(~ω/kT )]. (4)

При высоких температурах (T → ∞) энтропия определяется только первым слага-
емым в (4), а при низких (T → 0) — вторым слагаемым. Зависимость энтропии от
температуры, вычисленная по формуле (4), представлена на рис. 2.

Рис. 2. Зависимость энтропии S от температуры Т . Нижняя кривая представляет
двухуровневую систему, верхняя — модельный осциллятор, средняя кривая —
обычный осциллятор (Δ = ~ω)
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