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Амальгамой ([1]) из Lp и lq на вещественной оси называется пространство
(Lp, lq) , состоящее из функций, которые локальны в Lp и имеют характер lq на
бесконечности в том смысле, что Lp -нормы над интервалами [n, n + 1] образу-
ют lq -последовательности. В случае, когда 1 6 p, q < ∞ , норма ‖f‖p,q =
{
∑∞
n=−∞[

∫ n+1
n
|f(x)|p]q/p}1/q превращает (Lp, lq) в банахово пространство.

Обобщим понятие амальгамы на модулярные пространства.
Пусть X и Y — некоторые векторные пространства над полем K ; обозначим

R+ = [0,∞) (соответственно R
+
= [0,∞] ). По аналогии с известными ([2]) определе-

ниями модуляра и модулярного пространства введем следующие понятия.
О п р е д е л е н и е 1. Оператор M : X → Y назовем модулярным операто-

ром, если выполняются условия: (а) M(x) = Oy ⇔ x = Ox (Ox , Oy — нули
пространств X и Y соответственно); (в) M(−x) = M(x) ; (с) M(αx1 + βx2) 6
M(x1) + M(x2) (x1, x2 ∈ X, α, β > 0 , α + β = 1) . Если условие (с) заменить
на (с1) M(αx1 + βx2) 6 αM(x1) + βM(x2) (x1, x2 ∈ X , α, β > 0 , α + β = 1) ,
то модулярный оператор называется выпуклым. Если условие (с) заменить на (с2)
M(x1 + x2) 6 M(x1) + M(x2) ( x1, x2 ∈ X ), то модулярный оператор называется
вогнутым.

Для любого модулярного оператора выполняется неравенство: (с3) M(x1+x2) 6
M(2x1) +M(2x2) (x1, x2 ∈ X).

Легко видеть, что если в определении 1 пространство Y заменить на R
+
=

[0,∞] , то функционал M будет модуляром в смысле [2].

Пусть ρ : Y → R
+
есть модуляр, а M : X → Y — модулярный оператор.

Рассмотрим композицию вида ρM = ρ(M(x)) : X → R
+
.

О п р е д е л е н и е 2. Композицию ρM будем называть модулярной амаль-
гамой, если модуляр ρ : Y → R

+
и модулярный оператор M : X → Y таковы, что

композиция ρM является модуляром.
В следующих теоремах приведены условиях, при которых композиция ρM явля-

ется модулярной амальгамой.
Теорема 1. Пусть ρ : Y → R

+
— модуляр, а M : X → Y — выпуклый мо-

дулярный оператор, тогда композиция ρM : X → R
+
есть модулярная амальгама.

При этом, если ρ — выпуклый модуляр, то ρM — выпуклая модулярная амальгама.
Теорема 2. Пусть M : X → Y — модулярный оператор. Для того чтобы

композиция ρM являлась модулярной амальгамой, необходимо и достаточно, что-
бы ρ : Y → R

+
являлся вогнутым модуляром. Если M — вогнутый модулярный

оператор, то композиция ρM — вогнутая модулярная амальгама.
О п р е д е л е н и е 3. Модулярное пространство XρM = {x ∈ X :

limλ→0 ρM(λx) = 0} , порождаемое модулярной амальгамой ρM , будем называть
амальгамным модулярным пространством.
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Для модулярной амальгамы ρM в XρM можно определить F -квазинорму по
формуле ‖x‖ρM = inf {t > 0 : ρM(x/t) 6 t} . Если модулярная амальгама ρM —
выпуклая, то в XρM можно определить норму ‖x‖ρM = inf {t > 0 : ρM(x/t) 6 1} .

П р и м е р. Пусть n ∈ N , ϕ1 и ϕ2 — некоторые ϕ -функции. Рассмотрим опе-
ратор вида Mn =

∫ n+1
n
ϕ1(|f(x)|) dx и функционал ρ =

∑∞
n=−∞ ϕ2(|yn|) . Оператор

Mn : L
ϕ1 → lϕ2 является модулярным оператором, функционал ρ : lϕ2 → R+ являет-

ся модуляром. Если ϕ1 — выпуклая ϕ -функция, а ϕ2 — произвольная ϕ -функция,
то для M и ρ выполнены условия теоремы 1. Если ϕ1 — произвольная ϕ -функция,
а ϕ2 — вогнутая ϕ -функция, то для M и ρ выполнены условия теоремы 2. В обо-
их случаях композиция ρM =

∑∞
n=−∞ ϕ2(|

∫ n+1
n
ϕ1(|f(x)|) dx|) является модулярной

амальгамой. Тогда множество вида (lϕ1 , lϕ2) = {f ∈ lϕ1 : limλ→0 ρM(λf) = 0} есть
модулярное амальгамное пространство. Будем называть такое пространство амальга-
мой Орлича. В амальгаме Орлича можно ввести F -квазинорму: ‖f‖ϕ1ϕ2 = inf {t > 0 :
ρM(f/t) 6 t} , а если ϕ1 и ϕ2 — выпуклые ϕ -функции, то ρϕ1ϕ2 — выпуклый
модуляр, и можно ввести норму по формуле ‖f‖ϕ1ϕ2 = inf {t > 0 : ρM(f/t) 6 1} .
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