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В настоящем докладе предложен способ сведения деформированного стохасти-
ческого базиса 1-го рода к слабо деформированному. Данная техника имеет важное
значение при исследовании деформированных финансовых (B,S) -рынков. Определе-
ния деформаций, деформированных стохастических, деформированных мартингалов и
т. д. можно найти в [1], [2].

Пусть τ : Ω → N = {0, 1, 2, . . .} — момент остановки (м. о.) относительно
фильтрации (Fn)∞n=0 (если τ допускает и бесконечные значения, то мы использу-
ем термин «марковский момент»). Пусть также Q = (Q(n),Fn)∞n=0 — произвольная

деформация. Для любого A ∈ Fτ обозначим Q(τ)(A) =
∞∑

i=0

Q(i)(A{τ = i}). Ясно,

что Q(τ) — неотрицательная σ-конечная мера, совпадающая на {τ = n} при любом
n ∈ N с мерой Q(n) . Если м. о. τ принимает лишь конечное число значений, то мера
Q(τ) ограничена и не является нулевой. В дальнейшем нам понадобится деформация

R = (R(n) := Q(τ∧n)

Q(τ∧n)(Ω)
,Fn)∞n=0 .

О п р е д е л е н и е 1. Пусть Q — деформация. Процессы Z = (Zn,Fn)∞n=0 и
Z′ = (Z′n,Fn)

∞
n=0 называются Q-неотличимыми, если Zn = Z

′
n Q

(n) -п.н. для любого
n ∈ N .

О п р е д е л е н и е 2. Пусть Q — деформация, а A и B — два F -согласо-

ванных подмножества множества Ω ×N , т. е. A =
∞⋃

n=0

An × {n}, B =
∞⋃

n=0

Bn × {n},

где An, Bn ∈ Fn . Эти множества называются Q-неотличимыми, если IAn = IBn
Q(n) -п.н. для любого n ∈ N .

Ясно, что множества A и B из определения 2 являются Q -неотличимыми тогда
и только тогда, когда Q(n)(AnΔBn) = 0 для любого n ∈ N ( Δ — симметрическая
разность множеств).

О п р е д е л е н и е 3. Пусть Q — деформация. Марковские моменты τ и τ ′

называются Q-неотличимыми, если Q(n)({τ = n}Δ{τ ′ = n}) = 0 для любого n ∈ N .
Предложение 1. Пусть Q — деформация 1-го рода, множества A и B из

определения 2 являются Q -неотличимыми, а τA и τB — дебюты этих множеств.
Тогда марковские моменты τA и τB также Q -неотличимы.

Следствие 1. Пусть Q — деформация 1-го рода, а (hn,Fn)∞n=0 и (h
′
n,Fn)

∞
n=0

— две версии процесса плотностей, т. е. удовлетворяются равенства

dQ(n+1)|Fn = hndQ
(n), dQ(n+1)|Fn = h

′ndQ(n).

Марковские моменты
τ = inf{n > 0 : hn = 0} (1)

и
τ ′ = inf{n > 0 : h′n = 0}
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неотличимы.
Предложение 2. Пусть Q — деформация 1-го рода, а марковский момент τ

определен формулой (1). Тогда для любого n ∈ N Q(n)(τ < n) = 0 и, следовательно,
Q(n)(τ > n) = 1 .

Следствие 2. Пусть Q — деформация 1-го рода, марковский момент τ

определен формулой (1) и h(τ)n := hτ∧n. Тогда случайные процессы (hn,Fn)∞n=0
и (hτ∧n,Fn)∞n=0 Q -неотличимы (т. е. (hτ∧n,Fn)∞n=0 также является процессом
плотностей деформации Q ).

Предложение 3. Пусть Q — произвольная деформация и для любого n ∈ N
σ-алгебра Fn полна относительно Q(n) . Если м. о. τ и ν Q -неотличимы, то
Fτ = Fν и Q(τ) = Q(ν) .

Следствие 3. Пусть Q — деформация 1-го рода, σ-алгебра Fn для любого
n ∈ N полна относительно Q(n) и марковские моменты τ и τ ′ таковы, как в
следствии 1. Тогда для любого n ∈ N Fτ∧n = Fτ ′∧n и Q

(τ∧n) = Q(τ
′∧n) .

Теорема. Пусть σ-алгебра Fn для любого n ∈ N полна относительно Q(n),
Q — деформация 1-го рода, а τ — марковский момент, определенный формулой
(1). Тогда деформация R однозначно определяется деформацией Q и является
слабой деформацией. При этом для любого деформированного субмартингала 1-го
рода (Zn,Fn, Q(n))∞n=0 процесс (Zτ∧n,Fτ∧n, R

(n))∞n=0 есть слабо деформированный
субмартингал, неотличимый от (Zτ ′∧n,Fτ∧n, R

(n))∞n=0 .
З а м а ч а н и е. Теорема 1 с очевидными изменениями справедлива для дефор-

мированных супермартингалов 1-го рода и деформированных мартингалов 1-го рода.
Работа выполнена при поддержке РФФИ (гранты № 13-01-00637а и № 13-07-

13159).
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