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В. В. К и с е л ё в (Москва, ФГОБУ ВПО «Финансовый университет при
Правительстве Российской Федерации»). Способ решения задачи экономической
динамики.

Рассмотрим задачу экономической динамики [1]. Задан плановый период T, из-
вестна потребность в момент времени t v(t) > 0. Обозначим через х (t) функцию
динамики производства. Функция V (t) означает общую потребность в данном про-
дукте от начального момента до момента времени t, аналогично Х (t) обозначает
суммарную продукцию от начального момента до момента времени t; Z0 — пер-
воначальный запас в момент t = 0. Известны удельные издержки хранения c > 0,
известна функция издержек производства f(x(t)).

Задача планирования производства формулируется следующим образом. Необ-
ходимо определить такую функцию динамики производства, при которой суммарные
издержки производства за период времени T были бы минимальными. Это можно
записать так:

I =

∫ T

0

f(x(t)) dt+ c

∫ T

0

[x(t)− V (t) + z0] dt→ min . (1)

Поскольку X ′(t) = x(t), то можно записать

I =

∫ T

0

F (X,X ′) dt.

Введем обозначения:X1=X, X11 =u= f1, X1(0)=X
0
1 , X

1
0 =F = f0, X0(0)=0.

На практике величина u ограничена, т. е. a 6 u 6 b.
Теперь необходимо решать задачу оптимального управления

I =

∫ T

0

F (X1, u) dt→ min, a 6 u 6 b.

Для решения данной задачи применим принцип максимума Понтрягина. Запи-
шем систему сопряженных уравнений:

dϕ1

dt
= −ϕ0

∂f0

∂X1
− ϕ1

∂f1

∂X1
= −ϕ0

∂F (X1, u)

∂X1
− ϕ1

∂u

∂X1
= c; ϕ1 = −1.

Отсюда следует, что ϕ1 = ct+ k.
Запишем принцип максимума:

max
u
(ϕ, f) = max

u
{ϕ0f0 + ϕ1f1} = max

u
{(−1)F (X1, u) + ϕ1u}

= max
u
{(−1)(f(X ′1) + c[X1 − V + Z0]) + u(ct+ k)}

= (−1)c[X1 − V + Z0] + max
u
{(−1)f(u) + u(ct+ k)} .
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Рассмотрим частный случай, когда

f(u) = α+ βu+ u2; α, β, γ > 0.

Для нахождения оптимального управления достаточно рассмотреть выражение

max
u

{
−α− βu− γu2 + u(c+ k)

}
= max

u
L(u).

Если нет ограничения на управление, то оптимальное управление можно найти,
приравнивая к нулю частную производную

∂L(u)

∂u
= −β − γu ∙ 2 + ct+ k = 0,

т. е.

u∗ =
ct

2γ
+
k − β
2γ
.

Данное решение совпадает с решением вариационной задачи [1], однако пред-
ложенный метод решения является более общим и позволяет решать более широкий
класс задач.
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