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А.В. К а л и н к и н, С.С. К у д р я ш о в (Москва, МГТУ им.Н.Э. Ба-
умана). Марковский процесс эпидемии SIRS T1 + T2 → 2T2; T2 → T1,T3;
T3 → T1 .

Рассматривается однородный во времени марковский процесс

ξ(t) = (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)), t ∈ [0,∞),

на множестве состояний N3 = {α = (α1, α2, α3), α1, α2, α3 = 0, 1, . . .}, переходные
вероятности

P
(α1,α2,α3)

(β1,β2,β3)
(t) = P{ ξ = (β1, β2, β3) | ξ(0) = (α1, α2, α3)}

которого при t → 0+ представимы в виде (λ1 > 0, λ2 > 0, λ3 > 0 ; p1 > 0, p3 > 0,
p1 + p3 = 1)
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(t) = λ1α1α2 t+ o (t),

P
(α1,α2,α3)

(α1+1,α2−1,α3)
(t) = p1λ2α2 t+ o (t),

P
(α1,α2,α3)

(α1,α2−1,α3+1)
(t) = p3λ2α2 t+ o (t),
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(t) = λ3α3 t+ o (t),
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(t) = 1− (λ1α1α2 + λ2α2 + λ3α3) t+ o (t).

Производящая функция переходных вероятностей
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3 , |s1| 6 1, |s2| 6 1, |s3| 6 1,

удовлетворяет второму уравнению Колмогорова [3]
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с начальным условием Fα(0; s1, s2, s3) = s
α1
1 s

α2
2 s

α3
3 . Из второго уравнения «предель-

ным переходом» выводится [2] нелинейная система дифференциальных уравнений [1]

ẋ1 = −λ1x1x2 + p1λ2x2 + λ3x3,

ẋ2 = λ1x1x2 − λ2x2,

ẋ3 = p3λ2x2 − λ3x3,

с начальным условием x1(0) = x01, x2(0) = x
0
2, x3(0) = x

0
3, где x1(t) — количество

«восприимчивых к заболеванию» (S — susceptible), x2(t) — количество «инфициро-
ванных» (I — infectious), x3(t) — количество «выздоровевших с иммунитетом» (R —
recovered (or immune), см. [1]) в момент t, x1(t) + x2(t) + x3(t) = x01 + x

0
2 + x

0
3.
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Точками стационарности системы являются
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На рис. 1, 2 даны графики функций x1(t), x2(t) и пример реализации марков-
ского процесса [2], [3].

Рис. 1 Рис. 2

Значения параметров: λ1 = 5; λ2 = 250; λ3 = 20; p1 = 0, 95; p3 = 0, 05.
Начальные условия: x01 = α1 = 30; x

0
2 = α2 = 30; x

0
3 = α3 = 30; x

2c
1 = 50; x

2c
2 ≈

24, 62; x2c3 ≈ 15, 38.
Отметим, что ξ1(t) + ξ2(t) + ξ3(t) = α1 + α2 + α3.
Процесс (ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)) при t → ∞ вырождается c вероятностью 1 в состо-

янии (α1 + α2 + α3, 0, 0).
На рис. 3 и 4 представлены двумерные гистограммы квазистационарного распре-

деления (при условии невырождения) для значений чисел ξ1(t), ξ2(t) частиц типов
T1, T2 и чисел ξ1(t), ξ3(t) частиц типов T1, T3.

Рис. 3
Рис. 4

Значения параметров: λ1 = 20; λ2 = 250; λ3 = 5; p1 = 0, 95; p3 = 0, 05.
Начальные условия: α1 = 30; α2 = 30; α3 = 30;
Время моделирования: t = 4.
Точки стационарности: x2c1 = 12, 5; x

2c
2 ≈ 22, 14; x

2c
3 ≈ 55, 36.

При большом значении λ2 гистограммы близки к графику плотности двумерного
нормального распределения [2].
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