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Резюме: В работе получены оценки распределений максимума и минимума ча-
стот в реализации произвольной полиномиальной схемы, позволяющие строить ста-
тистические критерии проверки гипотезы согласия с соответствующим распределе-
нием, в том числе в условиях ограниченного объема анализируемых данных.
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При решении задачи проверки гипотезы о непротиворечивости распределения
элементов анализируемой выборки (как правило, числовой последовательности произ-
вольного модуля N, где N > 2 ) свойствам равновероятности и независимости (далее
– гипотеза случайности)широко используются статистические критерии, построенные
на основе частотных характеристик соответствующей выборки (например, на основе
разделимых статистик, статистик меры хи-квадрат и т. д.). Хорошо известно, что для
их корректного применения в ряде случаев требуется существенный объем выборки,
обеспечивающий выполнение конкретных условий (например, превышение частоты
реализации каждого из разбиений в статистике Пирсона величины 5). Как же быть в
случае недостаточного объема выборки?

Изложенные ниже рассуждения тесно связаны с указанной проблематикой и опи-
сывают один из подходов к построению критериев проверки гипотезы случайности в
ситуации, когда анализируемая выборка имеет ограниченный объем и может содер-
жать не все элементы по соответствующему модулю.

Оценки распределений максимума и минимума частот
Для произвольной полиномиальной схемы

M(n, p1, . . . , pN ), n ∈ N,

где
∑N
i=1 pi = 1, pi > 0, i = 1, . . . , N, известны оценки сверху для совместных

распределений частот ν1, . . . , νN элементов схемы [1]:

P{ν1 6 l1, . . . , νN 6 lN} 6
N∏

i=1

P{νi 6 li}, (1)

P{ν1 > l1, . . . , νN > lN} 6
N∏

i=1

P{νi > li}, (2)

где
N∑

i=1

νi = n.

Введем обозначения

ν(N,n)max = max{νj | j = 1, . . . , N}, ν
(N,n)
min = min{νj | j = 1, . . . , N}
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и в неравенствах (1) и (2) положим l1 = l2 = . . . = lN = l > 0. В результате получим
выражения

P
{
ν(N,n)max 6 l

}
= P{ν1 6 l, . . . , νN 6 l} 6

N∏

i=1

P{νi 6 l}, (3)

P{ν(N,n)min > l} = P{ν1 > l, . . . , νN > l} 6
N∏

i=1

P{νi > l}. (4)

С учетом того, что для каждого i ∈ {1, . . . , N} случайная величина νi имеет
биномиальное распределение Bi(n, pi), выполняются равенства

P {νi 6 l} =
l∑

t=0

Ctnp
t
i(1− pi)

n−t, P{νi > l} =
n∑

t=l

Ctnp
t
i(1− pi)

n−t,

позволяющие точно вычислять оценки (3), (4). В свою очередь, выражения для мате-
матического ожидания и дисперсии биномиального распределения

Eνi = npi, Dνi = npi(1− pi), (5)

дают возможность строить на основе классических результатов теории вероятностей
оценки для (3), (4), имеющие более простой аналитический вид. Так, например, с
использованием неравенства Маркова [2] из (4) и (5) для произвольного l > 0 получаем
оценку сверху

P
{
ν
(N,n)
min > l

}
6

N∏

i=1

npi

l
=
(n
l

)N N∏

i=1

pi =
( n

lN1−DN (p)

)N
, (6)

где DN (p) — дивергенция Кульбака-Лейблера [3] распределения (p1, . . . , pN ) от
( 1
N
, . . . , 1

N
) при использовании основания логарифма, равного N. Здесь функционал

DN (p) выбран не случайно. Несмотря на несимметричность, полуметрика DN (p) по-
зволяет отразить зависимость оценки (6) от степени удаленности исходного распре-
деления (p1, . . . , pN ) от равновероятного. В частности, при условии равновероятного
распределения p имеем

P
{
ν
(N,n)
min > l

}
6
( n
lN

)N
.

Аналогичным образом может быть получена оценка сверху для (4) с использова-
нием метода Чернова, постулирующего выполнение неравенства

P{ξ > ε} 6 min

{
E[eλξ]

eλε

∣
∣
∣ λ > 0

}

для произвольного ε > 0.
Вместе с тем, в условиях ограниченного объема выборки (по тексту это величина

n ∈ N ) нас будут интересовать достаточно малые значения величины l, для которых
выражение (6) в ряде случаев может стать несодержательным. По этой причине ак-
центируем внимание на соотношении (3).

Итак, в соответствии с [4] для случайной величины ξ, для которой Eξ > 0, и
любого ε ∈ (0, 1) имеет место соотношение

P{ξ > εEξ} >
(1− ε)2(Eξ)2

(1− ε)2(Eξ)2 +Dξ
.

Тогда для произвольных i ∈ {1, . . . , n} и l : 0 < l < npi с учетом (5) можем
записать

P{νi 6 l} 6
Dνi

(1− l
Eνi
)2(Eνi)2 +Dνi

=
Dνi

(Eνi − l)2 +Dνi
=

npi(1− pi)
(npi − l)2 + npi(1− pi)
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и соответственно

P
{
ν(N,n)max 6 l

}
6 nN

N∏

i=1

pi(1− pi)
(npi − l)2 + npi(1− pi)

.

В частности, при условии равновероятного распределения p указанная оценка
принимает вид

P
{
ν(N,n)max 6 l

}
6

(
N − 1

n(1− lN
n
)2 +N − 1

)N

, (7)

где 0 < l < n
N
.

Отметим, что выражения (6), (7) стандартным образом могут быть использованы
при построении статистических критериев проверки гипотезы случайности. При этом
выражение (7) может применяться в условиях ограниченного объема выборки n ∈ N.
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Abstract : In this paper estimates of the distributions of maximum and minimum
frequencies in the implementation of an arbitrary polynomial scheme, which allow us to
build statistical criteria for testing the hypothesis of agreement with the corresponding
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