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Постановка задачи.
Имеется две модели макроэкономических систем. Одна модель описывает разви-

вающуюся экономику, стремящуюся достичь сбалансированных темпов экономическо-
го роста. Вторая модель является эталонной с точки зрения магистральных темпов
роста. Основу моделей составляет динамический межотраслевой баланс В.Леонтьева
[1]. Ставится вопрос, как с использованием инвестиций приблизить траектории разви-
тия первой модели ко второй эталонной модели. Решение этого вопроса стоит на пути
синтеза линейно-квадратичного регулятора, позволяющего перевести траектории раз-
вития первой модели в магистральный режим эталонной модели.

Модель развивающейся макроэкономической системы:

ẋ(t) = B−1(E −A−K)x(t) +B−1u(t), x(0) = x0, (1)

здесь x(t) — вектор валового выпуска; E — базовая матрица общей экономической
структуры; A и K — постоянные доли промежуточного и конечного потребления;
ẋ(t) — скорость производства валового выпуска; B — матрица постоянных времени;
u(t) — инвестиции. Модель эталонной системы:

ẋm(t) = Gmx(t), xm(0) = xm0, (2)

здесь xm(t) — вектор валового выпуска магистральной системы; ẋm(t) — скорость
производства валовых выпусков в магистральной системе; Gm — матрица маги-
стральной системы.

Уравнение разности двух процессов производства валового выпуска [2]:

y(t) = xm(t)− x(t). (3)

Дифференциальное уравнение разности:

ẏ(t) = (Gm − (Gm −B
−1(E −A−K))Z)y(t). (4)

Требуется определить линейно-квадратичный регулятор Z [3]:

x(t) = −Zy(t), (5)
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доставляющий минимум квадратичному функционалу [4]:

J(x) =

∫ ∞

0

[y(t)TQy(t) + x(t)TRx(t)] dt, (6)

где Q — неотрицательно определенная, а R — положительно определенная диаго-
нальная матрица весовых коэффициентов. Весовые матрицы Q и R определяют соот-
ношение между качеством регулирования (как быстро процесс y(t) сходится к нулю)
и затратами на управление.

Решение задачи. Составляем вспомогательный функционал, содержащий мно-
жители Лагранжа:

J(x) =

∫ ∞

0

[
yTQy + xTRx− 2λT (ẏ −GmY − (Gm −B

−1(E −A−K))x)
]
dt, (7)

где λ — n-мерный вектор множителей Лагранжа.
Результатом минимизации этого функционала является система уравнений:






ẏ = Gmy + (Gm −B−1(E −A−K))x

λ̇ = −Qy −GTmλ ,

x = −R−1(Gm −B−1(E −A−K))Tλ

(8)

в которой можно избавиться от x путем подстановки третьего уравнения системы в
первое:

{
ẏ = Gmy − (Gm −B−1(E −A−K))R−1(Gm −B−1(E −A−K))Tλ .

λ̇ = −Qy −GTmλ
(9)

Полученная обобщенная система состоит из двух взаимозависимых подсистем в
которых y и λ линейно связаны между собой и эту связь мы можем описать матрицей
P :

λ = Py, (10)

Воспользуемся этой связью для получения матричного алгебраического уравне-
ния Риккати из (9), для чего умножим первое уравнение на P и вычтем из него второе
уравнение:

PGm+G
T
mP −P (Gm−B

−1(E−A−K))R−1(Gm−B
−1(E−A−K))TP +Q = 0. (11)

Решением уравнения Риккати является матрица P при заданных матрицах Q
и R. Если подставить пропорцию (10) в последнее уравнение системы (8), то получим
выражение для оптимального управления валовым выпуском:

x = −R−1(Gm −B
−1(E −A−K))TPy = −Zy, (12)

откуда Z = R−1(Gm −B−1(E −A−K))TP.
Таким образом, мы получаем явную зависимость оптимального регулятора Z от

матриц R и P.
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