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Резюме: Пусть вершинам полного q-ичного дерева присвоены независимые слу-
чайные метки, являющиеся элементами некоторого конечного алфавита. В докладе
рассматриваются совпадения наборов меток, соответствующих парам цепочек вершин
этого дерева. Предложены теоремы о нормальной аппроксимации числа пар цепочек с
совпавшими метками.
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Пусть Tr — полное корневое q-ичное дерево высоты, достаточной для всех по-
строений. Нам будет удобно считать, что вершины дерева занумерованы в таком по-
рядке, что более далекие от корня вершины имеют большие номера. Корень ни номера,
ни метки не имеет. Остальным вершинам сопоставлены независимые случайные метки
X1, X2, . . . , имеющие одинаковое распределение на множестве {1, . . . , d} с вероятно-
стями P{Xi = k} = pb > 0, где

∑d
k=1 pk = 1.

Путем длины s в дереве назовем последовательность s смежных ребер, нача-
лом пути будем считать ближайшую к корню инцидентную ребрам пути вершину.
Каждому пути w(s) из s ребер сопоставим s-цепочку Y (w(s)) из меток вершин,
через которые он проходит (в эту цепочку не входит метка вершины, из которой на-
чался путь). Пусть W (H, s) — число s -цепочек в дереве Tr, начало которых имеет
высоту, не превосходящую заданное число H > s. Нетрудно показать, что

W (H, s) =
qH+1 − 1
q − 1

∙ qs � qH+s, H →∞.

Число всех пар так расположенных s-цепочек с одинаковыми метками в дере-
ве Tr является случайной величиной и выражается формулой

ξ2(H, s) =
∑

16u<v6W (H,s)

I{Y (u) = Y (v)},

где u, v — номера путей, за которые естественно взять номера последних вершин в
пути.

Интерес также представляет аналогично определяемое число ζ2(H, s) таких пар
s -цепочек с одинаковыми метками, в которых s-цепочки не имеют общих вершин.
Формула для ζ2(H, s) отличается от формулы для ξ2(H, s) лишь областью суммиро-
вания, и мы ее не приводим.

Теорема 1. Пусть H → ∞, параметры s = s(H) и q = q(H) изменяются
так, что s/H → 0, и найдутся числа C > 0 и ε ∈ (0, 1] такие, что при всех
достаточно больших H выполнено неравенство

Dξ2(H, s) > C(W (T, s))
2+ε.
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Тогда функция распределения и моменты случайной величины

ξ̃2(H, 2) =
(
ξ2(H, 2)−Eξ2(H, 2)

)
/
√
Dξ2(H, 2)

сходятся к функции распределения и моментам стандартного нормального распре-
деления.

Теорема 2. Пусть H → ∞, параметры s = s(H) и q = q(H) изменяются
так, что s/H → 0, и найдутся числа C > 0 и ε ∈ (0, 1] такие, что при всех
достаточно больших H выполнено неравенство

Dζ2(H, s) > C(W (T, s))
2+ε.

Тогда функция распределения и моменты случайной величины

ζ̃2(H, 2) =
(
ζ2(H, 2)−Eζ2(H, 2)

)
/
√
Dζ2(H, 2)

сходятся к функции распределения и моментам стандартного нормального распре-
деления.

Доказательства этих теорем используют результаты из [1] и [2]. Другие приме-
нения этих результатов см. в [3].

Как оказалось, изучение асимптотических свойств дисперсий величин ξ2(H, 2) и
ζ2(H, 2) требует громоздких вычислений, и в общем случае эту задачу решить пока
не удалось. При небольших значениях параметра s асимптотику дисперсий можно
найти, рассматривая все возможные случаи взаимного расположения цепочек длины
s. Таким способом для s = 2 удалось показать, что в случае, когда распределение
случайных величин, используемых в качестве меток в вершинах дерева, отличается
от равновероятного, Dξ2(H, 2) � q3H и Dζ2(H, 2) � q3H при H → ∞. Поэтому из
теорем 1 и 2 следует, что в этих условиях функции распределения и моменты слу-
чайных величин ξ̃2(H, 2) и ζ̃2(H, 2) сходятся к функции распределения и моментам
стандартного нормального распределения.

Другие постановки задач о деревьях со случайными метками в вершинах можно
найти в [4], [5], [6], [7].
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