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Пусть в моменты времени t1, . . . , tn, единичного временного интервала
[0; 1] доступны наблюдения X1(t1), . . . , Xn(tn) сигнала R(t), а именно,

Xi(ti) = R(ti) + ξi(ti), i = 1, . . . , n.

Относительно «шумов» ξi(ti) предполагается, что они условно независимы при
фиксированном плане наблюдений (t1, . . . , tn), имеют нулевое условное средние
и известную условную дисперсию наблюдений, т. е.

E(ξi(ti)|ti) = 0, E(ξ
2
i (ti)|ti = t) = σ(t), σ(t) ∈ L2, 0 < inf

[0; 1]
σ(t) < sup

[0, 1]

σ(t) <∞.

Основываясь на доказанных в [1], [2] теоремах, построим оценку мощности
F (R) сигнала R(t), асимптотически достигающую нижних минимаксных гра-
ниц среднеквадратического риска. Известно, что

F (R) =

∫ 1

0

R 2(t) dt.

Таким образом, проблема сводится к задаче оценивания нелинейного функ-
ционала F (R) от функции регрессии R(t) по наблюдениям X1(t1), . . . , Xn(tn)
в случайных точках t1, . . . , tn, отрезка [0, 1]. Для построения оценки с требуе-
мыми свойствами предполагается, что R ∈ K ⊂W β2 , K некоторый выпуклый
компакт, W β2 — пространство Соболева с β > 1

2 .

Это предположение позволяет построить оценку R̂n0 самой функции R по
первым n0 наблюдениям такую,что

sup
R∈W2 β

E‖R̂n0 −R‖
2 6M ∙ n0

− 2β
2β+1 ,

(M — некоторая константа).
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Количество точек плана n0 выбирается из условия n0 = [nχ] так, чтобы
выполнялось неравенство

2β + 1

4β
< χ < 1.

Оставшиеся n1 = n − n0 наблюдений тратятся на оценивание линейного
функционала

Ln0 = 2

∫ 1

0

R̂n0(t)R(t) dt.

Оценку функционала обозначим L̂n1 .
Относительно моментов времени t1, . . . , tn плана наблюдений рассматри-

ваются два случая: план наблюдений задан и возможен выбор моментов наблю-
дений сигнала R(t).

Задание плана наблюдений означает, что моменты t1, . . . , tn случайны,
независимы и одинаково распределены с известной плотностью распределения
p(t), которая строго ограничена и положительна ( 0 < c 6 p(t) 6 C < ∞ ).
Функционал F (R) дифференцируем по Фреше на компакте K, F ′(R, t) = 2R(t).
Ясно, что производная F ′(R, t) удовлетворяет в L2 условию Липшица равно-
мерно по R ∈ K.

Рассмотрим оценку

F̂n = F (R̂n0) + L̂n1 − 2
∫ 1

0

R̂2n0(t) dt = L̂n1 −
∫ 1

0

R̂2n0(t) dt.

В случае заданного плана наблюдений оценку сигнала R̂n0(t) можно вы-
брать, используя разложение сигнала R(t) в ряд Фурье и оценивая его коэф-
фициенты как в [1]. Таким образом, оказываются выполненными все условия
существования оценки гладкого функционала от функции регрессии, асимпто-
тически достигающей нижней границы среднеквадратического риска (АЭНО
— асимптотически эффективная непараметрическая оценка), т. е. оценки F̂n,
удовлетворяющей условию

lim
n→∞

sup
R∈K

(
nE
{
F̂n − F (R)

}2
−
∫ 1

0

σ2(t)

p(t)
(F ′(R, t))2 dt

)
= 0.

В рассматриваемом случае оцениваемая мощности сигнала R(t) асимптотиче-
ская эффективность оценки F̂n означает:

lim
n→∞

sup
R∈K

(
nE
{
F̂n −

∫ 1

0

R2 dt
}2
− 4

∫ 1

0

σ2(t)

p(t)
R2(t) dt

)
= 0.

В случае возможности планирования наблюдений требуется, чтобы про-
изводная F ′(R, t) = 2R удовлетворяла условию Гельдера по t с каким-либо
показателем λ ∈ (0, 1) равномерно по R ∈ K.

Предположение R ∈ K ⊂ W β2 c β >
1
2 обеспечивает выполнение этого

условия. Дополнительно требуется, чтобы σ ∈ C[0, 1]. Оценку R̂n0(t) сигнала
по n0 наблюдениям можно построить, например, с помощью эквидистантного
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рандомизованного плана, моменты наблюдений tn0+1, . . . , tn выбрать условно
независимыми при фиксированных t1, . . . , tn0 , X1, . . . , Xn0 с общей плотностью

p0(t) = σ(t)|R̂n0(t)|
(∫ 1

0

σ(t)|R̂n0(t)| dt
)−1
.

Тогда оценка F̂n вида (1) является асимптотически эффективной непараметри-
ческой оценкой мощности сигнала R(t), удовлетворяющей условию

lim
n→∞

sup
R∈K

[
nE
{
F̂n −

∫ 1

0

R2 dt
}2
− 4
(∫ 1

0

σ(t)|R(t)| dt
)2]
= 0.

Это следует из доказанной в [2] теоремы утверждающей, что в случае возмож-
ности планирования эксперимента асимптотическая эффективность гладкого
функционала от регрессии означает, что

lim
n→∞

sup
R∈K

[
nE
{
F̂n − F (R)

}2
−
(∫ 1

0

σ(t)|F ′(R, t)| dt
)2]
= 0.
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Abstract : Optimal estimation of one smooth functional from regression based on
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known conditional variance of observational noise is shown.

Keywords: asymptotically effective estimation, observation plan, functional from
the regression.


