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Рассматривается однородный во времени марковский процесс ξ(t), t ∈
[0,∞), на множестве состояний {0, 1, 2, . . . , n}, переходные вероятности
Pij(t) = P{ξ(t) = j | ξ(0) = i} которого при t → 0+ представимы в виде,
Pi,i−1(t) = qiλt+o (t), Pii(t) = 1−λt+o (t), Pi,i+1(t) = piλt+o (t), Здесь λ > 0,
qi > 0, pi > 0, qi + pi = 1, i = 1, 2, . . . , n− 1.

Матрица A = (aij)
n
i,j=0 инфинитезимальных характеристик aij =

dPij(t)/dt|t=0+ процесса рождения и гибели имеет вид [1]

A =



















0 0 0 0 0 0 0 ∙ ∙ ∙ 0
q1λ −λ p1λ 0 0 0 0 ∙ ∙ ∙ 0
0 q2λ −λ p2λ 0 0 0 ∙ ∙ ∙ 0
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0 ∙ ∙ ∙ 0 qiλ −λ piλ 0 ∙ ∙ ∙ 0
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. . .
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0 ∙ ∙ ∙ 0 0 0 qn−2λ −λ pn−2λ 0
0 ∙ ∙ ∙ 0 0 0 0 qn−1λ −λ pn−1λ
0 ∙ ∙ ∙ 0 0 0 0 0 0 0



















.

Вторая система уравнений Колмогорова в матричном виде P ′i (t) = A
TPi(t),

где Pi(t) = (Pi0(t), Pi1(t), . . . , Pin(t)) вектор-столбец переходных вероятностей,
начальное условие для линейной системы дифференциальных уравнений (n+1)-
го порядка, Pi(0) = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) — единица на i -том месте.

Состояния 0, n являются поглощающими, т. е. P00(t) ≡ 1, Pnn(t) ≡ 1.
Рассматриваются финальные вероятности остановки qi0 = limt→∞ Pi0(t), pin =
limt→∞ Pin(t).

Теорема 1. Вероятности остановки равны

qi0 =
q1q2 ∙ ∙ ∙ qipi+1 ∙ ∙ ∙ pn−1 + q1q2 ∙ ∙ ∙ qi+1pi+2 ∙ ∙ ∙ pn−1 + ∙ ∙ ∙+ q1q2q3 ∙ ∙ ∙ qn−1
p1p2p3 ∙ ∙ ∙ pn−1 + q1p2p3 ∙ ∙ ∙ pn−1 + q1q2p3 ∙ ∙ ∙ pn−1 + ∙ ∙ ∙+ q1q2q3 ∙ ∙ ∙ qn−1

.

Формула получена вневероятностным анализом матрицы A [?].
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Из соображений симметрии имеем

pin =
pn−1pn−2 ∙ ∙ ∙ piqi−1 ∙ ∙ ∙ q1 + pn−1pn−2 ∙ ∙ ∙ pi−1qi−2 ∙ ∙ ∙ q1 + . . .+ pn−1pn−2pn−3 ∙ ∙ ∙ p1

qn−1qn−2qn−3 ∙ ∙ ∙ q1 + pn−1qn−2qn−3 ∙ ∙ ∙ q1 + pn−1pn−2qn−3 ∙ ∙ ∙ q1 + ∙ ∙ ∙+ pn−1pn−2pn−3 ∙ ∙ ∙ p1
,

очевидно qi0 + pin = 1.
Для построения реализаций марковского процесса используется его нагляд-

ное описание [1]. В состоянии i, i = 1, 2, . . . , n − 1, процесс находится случай-
ной время τi с распределением вероятностей P{τi < t} = 1 − e−λt. Затем с
вероятностью qi совершается скачок из состояния i в состояние i − 1 или с
вероятностью pi совершается скачок из состояния i в состояние i + 1. Далее
аналогичная эволюция. Ниже представлена типичная реализация марковского
процесса ξ(t).

Строится N реализаций процесса ξ(t) на промежутке времени t ∈ [0;T ]
и считается число N0 реализаций, для которых ξ(T ) = 0. Принимается стати-
стическая оценка вероятности q̂i0 = N0/N [?].

Вычисление финальных вероятностей производилось по формуле теоремы
и путем статистической оценки, в случае n = 4. Положим λ = 0, 5, q1 = 0, 1,
q2 = 0, 5, q3 = 0, 2, начальное состояние ξ(0) = 2. Теорема дает q20 = 1/9 ≈
0, 111 ; получена оценка q̂20 = 0, 105 (N = 200, t ∈ [0; 10] ).

Вычисления и численное моделирование при других значениях параметров
n, λ, qi, i = 1, . . . , n − 1, различных начальных условиях, N = 100, 200, 500,
t ∈ [0;T ], дают близкие значения qi0 и оценки q̂i0. Использован пакет Python.
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