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Резюме: Численно сравниваются два способа вычисления финальных веро-
ятностей процесса рождения и гибели.
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Рассматривается однородный во времени марковский процесс ξ(t), t ∈
[0,∞), на множестве состояний {0, 1, 2, . . . , n}, переходные вероятности
Pij(t) = P{ξ(t) = j | ξ(0) = i} которого при t → 0+ представимы в виде
Pi,i−1(t) = μit+ o (t), Pii(t) = 1− (λi + μi)t+ o (t), Pi,i+1(t) = λit+ o (t), Здесь
i = 1, 2, . . . , n − 1 (λi > 0, μi > 0). P00(t) ≡ 1, Pnn(t) ≡ 1, то есть состояния
0, n являются поглощающими.

Процесс рождения и гибели ξ(t), когда из состояния i ( i 6= 0, i 6= n )
случайный процесс может совершить скачок в состояние i − 1 или состояние
i+1, имеет ряд приложений. В частности, в теории массового обслуживания и
теории надежности для представления марковского процесса используется граф
состояний и переходов.
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Рассматриваются финальные вероятности qi0 = limt→∞ Pi0(t), pin =
limt→∞ Pin(t) [2].

Теорема 1. Финальные вероятности равны

qi0 =
μ1μ2 ∙ ∙ ∙μiλi+1 ∙ ∙ ∙λn−1 + μ1μ2 ∙ ∙ ∙μi+1λi+2 ∙ ∙ ∙λn−1 + ∙ ∙ ∙+ μ1μ2μ3 ∙ ∙ ∙μn−1
λ1λ2λ3 ∙ ∙ ∙λn−1 + μ1λ2λ3 ∙ ∙ ∙λn−1 + μ1μ2λ3 ∙ ∙ ∙λn−1 + ∙ ∙ ∙+ μ1μ2μ3 ∙ ∙ ∙μn−1

.

Формула получена А.В.Мастихиным из коммутативного решения системы
для регулярных выражений некоторого инициального автомата.

Из соображений симметрии имеем

pin =
λn−1λn−2 ∙ ∙ ∙λiμi−1 ∙ ∙ ∙μ1 + λn−1λn−2 ∙ ∙ ∙λi−1μi−2 ∙ ∙ ∙μ1 + . . .+ λn−1λn−2λn−3 ∙ ∙ ∙λ1

μn−1μn−2μn−3 ∙ ∙ ∙μ1 + λn−1μn−2μn−3 ∙ ∙ ∙μ1 + λn−1λn−2μn−3 ∙ ∙ ∙μ1 + . . .+ λn−1λn−2λn−3 ∙ ∙ ∙λ1
,

очевидно qi0 + pin = 1.
Вторая (прямая) система дифференциальных уравнений Колмогорова для
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переходных вероятностей получает вид [1]






P ′i0(t) = μ1Pi1(t),

P ′i1(t) = −(λ1 + μ1)Pi1(t) + μ2Pi2(t),

P ′i2(t) = λ1Pi1(t)− (λ2 + μ2)Pi2(t) + μ3Pi3(t),

. . .

P ′ij(t) = λj−1Pi,j−1(t)− (λj + μj)Pij(t) + μj+1Pi,j+1(t),

. . .

P ′i,n−2(t) = λn−3Pi,n−3(t)− (λn−2 + μn−2)Pi,n−2(t) + μn−1Pi,n−1(t),

P ′i,n−1(t) = λn−2Pi,n−2(t)− (λn−1 + μn−1)Pi,n−1(t),

P ′in(t) = λn−1Pi,n−1(t),

(1)

начальные условия Pii(0) = 1, Pij(0) = 0 при j 6= i. Линейная система (n+1) -
го порядка с постоянными коэффициентами (1) приближенно решается методом
Рунге-Кутта.

Вычисление финальных вероятностей остановки по формуле теоремы и
методом Рунге-Кутта выполнены в случае n = 4. Положим λ1 = 9, μ1 = 1,
λ2 = 2, μ2 = 2, λ3 = 4, μ3 = 1. Пусть начальное состояние ξ(0) = 2. Теорема
дает q20 = 1/9 ≈ 0, 1111 ; приближеное решение системы (1), при t = 7, дает
q20 ≈ P20(7) ≈ 0, 1111. Ниже представлены графики переходных вероятностей
P2j(t), j = 0, 1, 2, 3, 4, t ∈ [0; 7].

Подстановка других значений параметров n, λi, μi i = 1, . . . , n− 1, t =
7, 15, 30, и различных начальных условий, дает близкие значения вероятностей
qi0, — при вычислениях двумя способами. Использован пакет Python.
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