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Статья посвящена решению задачи расчета европейского опциона на
неполном рынке с дискретным временем. Для ее решения рассматривает-

ся вспомогательная задача нахождения верхнего гарантированного значения
ожидаемого риска, причем функция риска — экспоненциальная и зависит от
дефицита. Верхнее гарантированное значение определяется как минимакс
от ожидаемого риска, причем сначала берется верхняя грань по множеству
эквивалентных вероятностных мер, а затем нижняя грань по множеству са-
мофинансирующих портфелей. Для этой задачи находятся условия суще-
ствования такого портфеля, на котором внешняя нижняя грань достигает-

ся. Опираясь на этот результат, устанавливается разложение платежно-
го обязательства, обобщающее известное опциональное разложение. Далее
получены условия существования вероятностной меры, которая доставляет
верхнюю грань ожидаемому риску и оказывается мартингальной дискрет-

ной мерой. В работе показано, что эти результаты позволяют произвести
«явно» расчет европейского опциона на неполном рынке. Во второй части
работы приводятся примеры расчета европейского опциона на конечном и
имеющем компактный носитель неполных рынках.

Ключевые слова и фразы: европейский опцион, хеджирование, мини-
максный портфель, неполный рынок, опциональное разложение, S-предста-
вление, функция риска.

Введение

1. Статья посвящена теории расчета европейских опционов на не-
полных рынках. Основная проблема, которую приходится решать в этой
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1) Вторая часть этой статьи, в которую вошли «§ 5. Минимаксный хеджиру-

ющий портфель европейского опциона на конечном (1, S)-рынке» и «§ 6. Пример»,

будет опубликована в следующем выпуске журнала.
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теории, состоит в выборе вероятностной меры, относительно которой
следует проводить расчет опциона. В работах [1–7] предложено выби-
рать такую мартингальную меру, относительно которой стоимость евро-
пейского опциона была бы максимальной. В них для различных моделей
безарбитражных рынков был предложен метод построения портфелей
и нахождения стоимости опциона, который опирается на опциональное
разложение супермартингалов.

В [1] для гладкого платежного обязательства было установлено оп-
циональное разложение в предположении, что эволюция цен рисковых
активов описывается диффузионным процессом со скачками. Основы-
ваясь на этом разложении, в статье было установлено существование
суперхеджирующего портфеля с потреблением, а также найдена цена
опциона.

В [2–4] было доказано существование опционального разложения пла-
тежного обязательства для неполных безарбитражных рынков в предпо-
ложении, что процесс, описывающий эволюцию цен рисковых активов,
является семимартингалом, и обоснована (в терминах этого разложения)
методика расчета опциона европейского типа.

В [5–7] для неполных безарбитражных рынков с дискретным вре-
менем для платежного обязательства было установлено существование
опционального разложения, в терминах которого был обоснован метод
расчета опционов.

Отметим, что в рамках этого подхода к расчету опционов возникает
потребность в вычислении существенной верхней грани по множеству
мартингальных мер от условного математического ожидания фунцио-
налов, заданных на траекториях цен рисковых активов. Нахождение
этой существенной верхней грани представляет собой самостоятельную
математическую проблему. По этой причине в работах [1–7] отсутству-
ют явные формулы, позволяющие конструктивно описать портфельный
процесс и процесс эволюции капитала, соответствующего этому порт-
фелю. Известно [8–10], что задача нахождения существенной верхней
грани от условного математического ожидания от некоторого аддитив-
ного или мультипликативного целевого функционала, заданного на тра-
екториях управляемого случайного процесса, рассматривается в теории
оптимального управления случайными процессами. В этой теории дан-
ная проблема решается с помощью стохастического варианта метода
динамического программирования. Попутно отметим, что именно та-
кой подход был использован в [1].

2. Для решения задачи расчета европейского опциона на неполных
рынках в данной работе (в отличие от [1–7]) применен принцип ми-
нимакса, который в данном случае можно сформулировать следующим
образом: поскольку неизвестно, какое распределение вероятностей име-
ет последовательность цен рисковых активов, следует считать, что оно
таково, что стоимость европейского опциона максимальна, при этом в
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рисковые активы надо вкладывать такой минимальный капитал, кото-
рый позволил бы достоверно исполнить платежное обязательство. Реа-
лизация этого принципа в работе опирается на две возможности: первая
основана на сведении задачи поиска минимакса к игровой задаче опти-
мального стохастического управления, вторая опирается на сведение за-
дачи расчета европейского опциона на неполных рынках к игровой за-
даче оптимального стохастического управления с мультипликативным
целевым функционалом, которая следует из результатов работы [11].

3. Опишем кратко наш подход к решению задачи расчета европей-
ского опциона на неполных рынках. Предполагается, что имеется мно-
гомерный рынок, состоящий из одного безрискового и нескольких рис-
ковых активов, стоимость которых описывается многомерной случайной
последовательностью {St}t∈{0,1,...,N}. На этом рынке рассматривается
опцион европейского типа с моментом исполнения N < ∞ и платеж-
ным обязательством fN , которое зависит от цен S0, S1, . . . , SN . Пред-
полагается, что на рынке имеется два игрока и они наблюдают (в ка-
ждый момент времени) стоимость рискового актива. Первый игрок —
рынок, стратегиями которого являются вероятностные меры Q на тра-
екториях цен рисковых активов, эквивалентные некоторой базовой мере
P . Второй игрок управляет активами, его стратегиями являются много-
мерные предсказуемые последовательности {γt}t∈{1,2,...,N}, которые по-
рождают самофинансирующие портфели. Предполагается, что функция
риска (выигрыша второго игрока), зависящая от дифицита, — экспо-
ненциальная (выбор такой функции риска будет разъяснен ниже). При
этом под дифицитом, как и в [7], мы понимаем разность между платеж-
ным обязательством и доходом, полученным вторым игроком от упра-
вления портфелем активов в течении «времени жизни» опциона, т. е.
fN −

∑N
i=1(γi,∆Si), где (·, ·) — скалярное произведение в многомерном

евклидовом пространстве, ∆Si
∆
= Si − Si−1. Предполагается также, что

игроки «разумны» и выбирают свои стратегии независимо друг от дру-
га. При этом первый игрок максимизирует ожидаемый риск на множе-
стве RN вероятностных мер Q, эквивалентных некоторой базовой веро-
ятностной мере P , а второй игрок его минимизирует на множестве DN

1

допустимых количеств рисковых активов γ1, γ2, . . . , γN . В результате
мы приходим к следующей минимаксной задаче:

MQ exp
{
fN −

N∑

i=1

(γi,∆Si)
}
→ inf

(γ1,γ2,...,γN )∈DN1
sup
Q∈RN

, (1)

где символ MQ обозначает интеграл Лебега относительно меры Q. В
статье пара (Q,γN1 ) ∈ RN ×D

N
1 названа бистратегией и, как принято
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в теории игр [15], величина

V 0 = inf
(γ1,γ2,...,γN )∈DN1

sup
Q∈RN

MQ exp
{
fN −

N∑

i=1

(γi,∆Si)
}

названа верхним гарантированным значением, а тройка (Q∗, γ∗N1 , V 0),

где Q∗ — некоторая вероятносная мера и γ∗N1
∆
= (γ∗1 , γ

∗
2 , . . . , γ

∗
N ) ∈ DN

1 ,
такие, что

V 0 = MQ∗ exp
{
fN −

N∑

i=1

(γ∗i ,∆Si)
}
, (2)

названа решением задачи (1).
Идейной основой для рассмотрения задачи (1) послужила работа

[11], в которой рассмотрена и решена задача (1) для частного случая. В
ней для обоснования S-представления мартингалов [6] был применен сто-
хастический вариант метода динамического программирования. В дан-
ной работе мы обобщаем этот результат (см. теорему 4). Попутно от-
метим, что выбор экспоненциальной функции риска связан именно с воз-
можностью применения этого метода. Решение задачи (1) (Q∗, γ∗N1 , V 0)
позволяет: 1) установить аналог опционального разложения для любой

FSN
∆
= σ{S0, S1, . . . , SN}-измеримой ограниченной функции fN , которая

является платежным обязательством в задаче расчета опциона европей-
ского типа на неполном рынке; 2) исследовать свойства мерыQ∗ и осуще-
ствить однозначный выбор вероятностной меры, относительно которой
следует проводить расчет опциона; 3) найти портфель активов в любой
момент времени и поставить ему в соответствие капитал.

4. Изложим кратко содержание статьи. Описанию метода постро-
ения решения задачи (1) посвящен первый параграф работы. В нем
сначала обосновывается возможность применения к задаче (1) стохасти-
ческого варианта метода динамического программирования. Для этого
вводится случайная последовательность (V t,FSt )t∈N0

,

V t
∆
= inf

(γt+1,γt+2,...,γN )∈DNt+1

ess sup
Q∈RN

MQ
[

exp
{
fN−

N∑

i=t+1

(γi,∆Si)
}∣∣
∣Fst
]
, (3)

где FSt = σ{S0, S1, . . . , St}— фильтрация, порожденная последовательно-
стью цен, DN

t+1 — сужение множества DN
1 на {t+ 1, t+ 2, . . . ,N}. Затем

мы доказываем, что V t удовлетворяет рекуррентному соотношению (8)
(теорема 1). Далее находятся условия существования стратегии γ∗N1 , на
которой достигается«внешняя» существенная нижняя грань в (3) (тео-
рема 3). Затем, опираясь на этот результат, устанавливаем справедли-
вость опционального разложения для платежного обязательства в классе
эквивалентных мер RN (теорема 4). Далее устанавливаем условие суще-
ствования единственной вероятностной мерыQ∗, на которой достигается
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«внутренняя» существенная верхняя грань в (3) (теорема 5). Из этих
результатов следует, что бистратегия (Q∗, γ∗N1 ) является минимаксной,
а набор (Q∗, γ∗N1 , V 0) является решением задачи (1) (теорема 8). Доказа-
тельство этих результатов составляет содержание третьего параграфа.

Второй параграф посвящен решению задачи минимаксного хеджи-
рования опционов европейского типа на неполных рынках. Сначала,
основываясь на аналоге опционального разложения, устанавливаем связь
между задачей (1) и задачей построения минимального совершенного
суперхеджирующего портфеля с потреблением [6] европейского опциона
на неполном рынке (теорема 10). Далее доказываем, что построенная в
§ 1 вероятностная мера Q∗ является мартингальной (теорема 11). От-
сюда и из теоремы 4 следует, что относительно меры Q∗ платежное
обязательство допускает S-представление ([6, теорема 12]). Кроме того,
установлено, что мера Q∗ является дискретной (теорема 13). Из этих
утверждений следует, что исходный неполный рынок относительно ме-
рыQ∗ можно отождествить с полным, а соответствующий минимальный
совершенный суперхеджирующий портфель с потреблением имеет нуле-
вое потребление, который назван в работе минимаксным хеджирующим.
Доказательство этих утверждений составляет содержание § 4.

В пятом параграфе решается задача построения минимаксного хед-
жирующего портфеля европейского опциона на одномерном конечном не-
полном рынке в предположении, что эволюция цен рискового актива опи-
сывается конечной марковской цепью.

В § 6 приводится пример расчета минимаксного хеджа европейско-
го опциона на одномерном неполном рынке в предположении, что до-
ходности рискового актива — независимые одинаково распределенные
случайные величины, носитель вероятностной меры которых является
компактом.

Отметим, что результаты, составляющие содержание статьи, ча-
стично были анонсированы в докладе [16].

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант } 10-
01-00-767.

§ 1. Решение минимаксной задачи (1)

Этот параграф носит вспомогательный характер. В нем мы приво-
дим условия существования решения задачи (1).

1.1. В данном разделе приводятся необходимые для изложения обо-
значения, опр еделения, а также содержится постановка минимаксной
задачи (1).

1.1.1. Пусть на стохастическом базисе (Ω, F, (Ft)t∈N0
, P ), где N0

∆
=

{0, 1, 2, . . . ,N}, задана d-мерная (d < ∞) согласованная случайная по-
следовательность, обозначаемая {St,Ft}t∈N0

. Положим, что: i) вероят-
ностная мера P фиксированна, ее назовем базовой [6]; ii) для любого
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