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На основе операторного подхода с использованием комбинаторной тех-
ники факториально-степенного формализма получено обобщенное мо-
ментное тождество для отрицательного биномиального распределения

(распределения Паскаля). Полученное тождество применено для решения
задачи линеаризации произведений многочленов, ортогональных относи-
тельно этого распределения.
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Подход к решению задачи линеаризации для произведений многочле-
нов, ортогональных относительно классических распределений, разра-
ботанный и успешно примененный для систем (вероятностных) много-
членов Эрмита, ортогональных относительно стандартного нормального
распределения [4], и многочленов Пуассона–Шарлье, ортогональных от-
носительно (дискретного) распределения Пуассона [14], основывался на
получении обобщений [3, 5, 9] классических (характеризационных) мо-
ментных тождеств Стейна [19] и Чена [15].

Когда было найдено аналогичное (как оказалось, характеризацион-
ное) моментное тождество для отрицательного биномиального распреде-
ления (распределения Паскаля), опубликованное в [6], появилась надежда,
что можно найти некое его обобщение сродни упомянутым обобщениям

тождеств Стейна и Чена, дающее возможность применить этот подход
к решению задачи линеаризации для произведений многочленов, ортого-
нальных относительно отрицательного биномиального распределения.

Надежда оправдалась, и в данной работе сначала показано, как было
получено анонсированное в [13] обобщение моментного тождества из [6]
для отрицательного биномиального распределения, а вслед за этим при-
ведено решение задачи линеаризации для многочленов, ортогональных
относительно этого распределения.
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Мейкснера. В этом вводном разделе собраны сведения и обозначения, об-
легчающие понимание выкладок в последующих разделах.

Напомним, что отрицательное биномиальное распределение NBi(r, p)
(распределение Паскаля) с параметрами r ∈R+ \ {0} (соответственно,
r ∈N)1) и p∈(0, 1) (см., например, [7, с. 436]) — это дискретное распре-
деление случайной величины Π r,p, определяемое выражением

P {Π r,p=ν} =

(
r+ν−1

ν

)
prq ν , где ν ∈ N, 1− q = p > 0. (1)

Если условиться о записи [a]α = a(a+1) · · · (a+α− 1) (аналог символа
Похгаммера) для возрастающей факториальной степени α числа a и о
записи [a]α = a(a−1) · · · (a−α+1) для убывающей факториальной сте-
пени α числа a, полагая [a]0 = [a]

0 = 1, то вероятность P {Π r,p=ν} в
(1) можно записать в виде

[−r]ν

ν!
pr (−q)ν =

[r ]ν
ν!
pr q ν

def
= pr j(ν), ν ∈ N, (2)

а факториальные моменты случайной величины Π r,p — в виде

M
[
Π r,p

]α
= [r ]α

( q
p

)α
, α = 0, 1, 2, . . . (3)

Функция j(ν), определенная последним из соотношений в (2), — это

один из многих примеров тех функций, которые в теории специальных
функций и ортогональных многочленов называют функцией скачков. Эти
функции служат дискретными аналогами весовых функций μ(x), кото-
рые задают те скалярные произведения, относительно которых опреде-
ляется ортогональность многочленов. В функциональном анализе и в те-
ории вероятностей с этими функциями обычно связывают меры и веро-

ятностные меры соответственно.
Напомним, что многочлены Pα(x) и Pβ(x) из семейства многочле-

нов {Pγ(x)}γ=0,1,2,... от (вещественного) x называются ортогональными
относительно весовой функции μ(x), если

∫
∞

−∞

Pα(x) Pβ(x) dμ(x) = cαβ δαβ ,

где δαβ есть дельта Кронекера. Для функции скачков интеграл в этом
определении заменяется на сумму или ряд:

∞∑

x=−∞

Pα(x) Pβ(x) j(x) = cαβ δαβ .

1) При r=1 получается геометрическое распределение.
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Семейство многочленов {Meα(x)}α∈N, ортогональных относительно
функции скачков j(x) из определения дискретной вероятностной меры
(1), изучалось в работах [18] и [16, случай r = 1 ]. Многочлены Meα(x)
называются многочленами Мейкснера.

Приведем для них определяющее соотношение ортогональности
∞∑

x=0

Meα(x)Meβ(x) j(x) =
α! [r ]α
qα pr

δαβ

и выражение в явном виде

Meα(x) = [r ]α 2F1

(
−α,−x; r; −

p
q

)
= [r ]α

∞∑

γ=0

[−α ]γ [−x ]γ
γ! [r ]γ

(
−
p
q

)γ
(4)

через гипергеометрический ряд 2F1 (см., например, [1, с. 69, формула (2)]
и [2, с. 222, формула (9)]).

В работах [12] и [8] были приведены две системы многочленов, орто-
гональных относительно отрицательного биномиального распределения

(1). Эти многочлены были записаны в форме так называемых фактори-
ально-степенных биномов (подробнее о факториально-степенном форма-
лизме и его пользе для сокращения комбинаторных выкладок и действий

с гипергеометрическими рядами см. [11]):

H̃α(x) =
(
[x ]−

q

p
[α+r−1]

)α
(α = 0, 1, 2, . . .); (5)

H̃∗α(x) =
(
[x ] + q [−r−x ]

)α
(α = 0, 1, 2, . . .), (6)

и хотя их записи «эквивалентны» с точностью до сомножителя:

pα H̃α(x) =
(
p [x ]− q [α+r−1]

)α
=

α∑

ν=0

[α ]ν

ν!
pν [x ]ν (−q)α−ν [α+r−1]α−ν

=
α∑

ν=0

[α ]ν

ν!
pν [x ]νqα−ν [−r−ν ]α−ν

=
α∑

ν=0

[α ]ν

ν!
pν [x ]νqα−ν [−r−x+x−ν ]α−ν

=
α∑

ν=0

[α ]ν

ν!
pν [x ]νqα−ν

α−ν∑

μ=0

[α− ν ]μ

μ!
[−r−x ]α−ν−μ[x−ν ]μ

=

α∑

ν=0

α−ν∑

μ=0

[α ]ν+μ

ν!μ!
pν [x ]ν+μ qα−ν [−r−x ]α−ν−μ

=
α∑

γ=0

γ∑

ν=0

[α ]ν+γ−ν

ν! (γ−ν)!
pν [x ]ν+γ−ν qα−ν [−r−x ]α−ν−γ+ν

=
α∑

γ=0

[α ]γ

γ!
[x ]γ qα−γ [−r−x ]α−γ

γ∑

ν=0

γ!

ν! (γ−ν)!
pν q γ−ν = H̃∗α(x),
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